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Las probabilidades y sus aplicaciones a

]a estadistica
PnOF. Dco. ALMENDRAS

Con e te articulo empezamos una erie de otros que serviran como intro
dueci6n a la estadistica matematica. Los conocimientos basicos que se necesitan

para la eomprensi6n de esta materia eran dados simultaneamente. Se supone el

conocimiento de los teoremas fundamentales del calculo de probabilidades y del
analisis combinatoric.

PROBLEMA DE LAS PRUEBAS REPETIDAS. - Se distinguen dos casos deno
minados de Bernouilli y de Poisson.

Caso de Bernouilli. -Supondremos una urna que contiene NJ bolitas de cla
se A y N2 de elase B, cads una de las cuales tiene In misma probabilidad de salir
cuando se saca una al azar. D signando per p y q las probabilidades de sacar

una de clase A y una de clase B, tendrernos:

i se saca n veces ccnsecutivas una bolita reponiendola despues de cada

salida, se pide la probebilidad para que k de elias sean de cla se A. Tal es el

problema de las pruebas repetidas en el caso de Bernouilli. Un orden de salida

podrta ser B, 13, B,. .. . . .. A B, A BBA en que figuran k de elase A y n-k
de clasc B. La probabilidad para que ocurra este orden de salida sera pk qn-k
(teorema de las probabilidades compuestas). Como el nrimero de permutaciones
distintas que re ultan entre n elementos en que k son de una clase y n-k son

de otra es:

n!

k ! (n-k) !
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por Ill. aplicacion del teorema de las probabilidades totales resulta que la probs
bilidad para que salgan k de clase A y n-k de cia e B, en cualquier ordea es:

1) p" = C� pk qn-�
EI problema de Ill. extraccion de una bolita con reposicion en una urna

determinada se puede reemplazar por el de Ill. extraccion de una ola bolita de
de cada una de n urnas identicas. Tal suposici6n e muy util para la reso

luci6n de problemas mas complicsdos.
Si en UmL urna hay bolitas de tres clases A, B y C y con probabilidades

p, q y r de salir en cada extracci6n con reposiciou, en una extraccion de n suce

sivamente, Ill. probabilidad de que algan numero k, h y I de coda cia e sera

nl

Distribucion binomial. - Puede observarse que la expresion P, = C� pk qn-k
es un termino del desarrollo (q + p)", el cual se puede poner en In. forma:

Si se realiza una experiencia en una urns haciendo n extracciones sucesivas

y con reposicion, el resultado obtenido podra anotarse en una erie lineal, en

la forma: BABBBAABA BABAAAB (en total n bolitas). Como e ta

experiencia se puede repetir N veces, siendo N tan grande como se quiera, podra
hacerse una estadistica de todos los re ultadcs obtenidos en un cuadro como

el que sigue : en la primera columna se anotan los valores que puede tomar la
variable aleatoria x, que representa el mimero de veces que puede salir A en

cads experiencia; x varia de 0 an; en Ill. segundrr columna se anotara las vece

(frecueneia) que se repite 10. variable x en el mimero N' de experiencias. Las fre-

cuencias se designaran por fo, fl> .. . , fn· Conviene no olvidar que eada
una de las N experiencias con, i te de n extracciones de una bolita y con re

posici6n.

o
1

2

n f '
n

N.O de frecuen- I �.O total Iearas cia de caras

0 .56 0

1 196 H)6

2 1M 30

3 54 162
----

4()O 666

( uadro II

N.O de A

Cuadro I

En un caso practice se lanzaron [res monedas (efigie de O'Higgin y COPl
hues) 460 veces siendo el caso favorable la salida de earn. En estn experiencia
tenemos: x = 0, 1, 2, :3 (numero: de earn que puede salir en cada experien-
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cia); n = 3; N = 460. EI euadro adjunto eontiene los datos obtenidos. Las fre

cueneia relatives representan, aproximadamente, las probabilidades de rsalida de
o eara; 1 cara: 2 caras y 3 caras. Etas frecuenoias relativas tienden a valores
rna ignificativo si el numero N de experiencias aumenta y diremos que tien
den a la verdadera probabilidades de salida de cara 0, 1, 2 6 3 veces,

Si una persona no conoee estas probabilidades podrfa resolver el proble
ma de calcular la probabilidad para que al lanzar 3 rnonedas resulte 0 cara, 1

cara, 2 caras 0 3 caras y procedera matematicamente admitiendo p=q = 0,5.
Las probabilidades para e tos cuatro CHSOS son los terminos del desarrollo;

1
1 3 3 1

(q + p) =8 +- +-8 +8 y las frecuencia que habrlan resultado al lanzer

460 veces tres monedas ertan 58 ;172 ;172 ;58 en luaar del resultado experimental
56;196;154;54.

Se puede constatar que, de acuerdo con la experiencia, las probabilidades
de salida de cara y sello no son iguale . Aunque el numero de experieneias no

es muy grande, podemos obtener una estimaci6n buena de las probabilidades
verdaderas, En efecto, lanzar 460 veces tres moneda es equivalents a lanzar
•

1.380 veces una sola y luego bastara saber cuantas earas, Be obtuvieron en

estos lanzamientos para calcular la probabilidad a posteriori. En la tereera
columna dol euadro II apareee el numero de caras, que en total es 666, en

tonces la probabilidad a posteriori de salida de cara se puede estimar igual

pi = � = 0,483. La probabilidad de salida de ello sera q' = 0,517.
1380

Las probabilidades de salida de ° cara; Lcara; 2 caras: 3 caras, con estos

nuevos valores q' y p' son los Mrminos del desarrollo;

(0,517+0,483)3 =0,138+0,387 +0,362+0,113

En el cuadro III figuran las frecuencias obtenidas de la experiencis y las

correspondientes a las distribuciones binomiales con las probabilidades a poste
riori y en la hip6tesis de q = p = 0,5. Vemos que se ajustan mejor a III. expe
riencia los valores deducidos de las probabilidades estirnativas q' y p'.

N.ode f expe- f f
caras rimental pi = 0,483 p=0.5

q'=0,517 q ==0,5

0 56 63 58
1 196 178 172
2 154 167 172

3 54 52 58

460 460 460

Cuadro III

r
s ajustada

N.· de Irecuencia N." total
machos f de macho

° 2 0

1 20 20

2 41 82

3 3.5 105

4 14 56

5 4 20

116 283 116

4

20

37

35
17

3

Cuadro IV
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EJEMPLO TOl't1ADO DE APPLIED GE_'ERAL STATITICS DE ROXTON AND CO�DEN.

"De 116 pariciones de 5 chanchitos, iendo Ia variable el mimero de ma

chos, se obtuvo el siguiente cuadro de freeuencia-:
Para repre entar esta di tribuci6n por una binomial debemo calcular un

valor estimative de Ia probabilidad de nacimiento macho. En la columna :3 te

nernos el total de macho, que es 283; (I total de nacimiento es 5.116 = 580.

283
Pondrernos p' = 580

= 0,4879; q' = 0,5121.

Las probabilidadei corre pondientes a la di tribucicn binomial son los ter
minos del desarrollo (0,5121 + 0,4879)5. Multiplicando 10 terminos de este

desarrollo por el mimero de pariciones, 116, obtendremo el aju te a la di tribu
cion binomial. Estas frecuencias figuran en la columna 4 del cuadro anterior.

Caso de PO'isson.-Eflte caso qued, planteado en el siguiente problema: � De
una urne que c ntiene N bolitas de las cuales a sen blancas y b, negras, se sa

can n de ellas al azul' y se pidc la probabilidad para que x de ella sean

blancas>.
'

Para resolver este problema, pongarnos:

a = Np
b = Tq

EI mimero de casos po ibles es en y el mimero de cases favorable e e:. c;;-",
luego la probabilidad pedida es:

P"

Para tener un ca 0 real anrilogo al de Poisson, seria necesario hacer un mi

mero grande de expcriencias sacando, imultaneamente, n bolita y reponien
dolas toda , despues de cada una de elIas. Finalmente, seria necesario hacer un

cuadro e tadlstico en que en la primera columna se anotara In variable aleato-

ria, que pur-de tornar los valores x = 0, 1, 2, :�
anotara la frecuencia respeetiva.

n y en la otra columna. se

MOMENTOS DE PRHtER Y HEGUNDO ORDE'" E'" EL CASO DE DER:\OUILLI Y POI. O.

En general, 10. mementos de las clistribucione de Bernouilli y Poisson,
son mirneros que tienen una importancia fundamental en In aplicacion del
calculo de probabilidude a la estadistica, especialmentc en Itt teoria del mue -

treo (sampling). En 10 que sizue, no limitarernos a la determinacion de 10 mo

mentes de primer Y SEgundo orden.

DefiniC1·on.-En di tribucione como las repres ntada en 10 cuadros III y

IV, estando en la prirnera columna 10 valores que puede tornar In variable alea
toria Y c n In segun da columna las frecuencias respcctivas, se llama memento

de orden p do la variable nleatorin x al nurnero :



nouilJi 0 Poisson, las frecuoncia relativas
fo
-;
F

son

RBl'ISTA DE MATEMATICAS

EI medio aritmetico de In variable x, que designarernos POI' X' 0 m, es el
memento de primer orden.

Si los valores de la variable alcntoria se miden a partir del valor mi, los
mementos de orden p do In nueva variable se designuran por pp.

Evidenteruentc, tenemo :

�fi (Xj- X')P
Pp = F

Para p = 1, tenemo.:

Para p = 2, se tienc:
1-&1 = ru, - ; = 0

1-&2 = m, - 2 mi X' + X'.
PI = ms - X"

Si la distribucion de la variable aleatoria x cs cquivale nte a una de Ber-

iguales a las probabilidades Po ; PI ; Pz ; ...... , Pn Y luego tendremos:

(2) m =

� F P, xl n

P p= � i X,p F j�O

Y como easo especial;
n n

m, = x = � Pi Xi = � x P"
i-O x-O

(Coniinuard)




