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Funcién generadora de momentos.—Al tratar la distribucién binomial se de-
finié el momento de orden p mediante la férmula:

mp=§x"px Biguex =0 1. n

~En una distribucién cualquiera, dependiente de una sola variable x; y cuya
frecuencia es f;, el momento de orden p se define por la relacién:

f; :
mp=§x,’P,-, siendo P, =?—; F=2f;i=12...n
Si ponemos,
(1) M(x,t) = Z ¢™P, vemos que la derivada de orden p es:

tXj

2 M® (xt) =§exipp;; M (x,0) =1

Para t = O ge tiene: -
(3) m, = M® (x,0)

Es decir, «las derivadas sucesivas de la funcibn M (x,t), para t = O, deter-
minan todos los momentos de la distribucién». La funcién M (x,t) se llama «fun-
ci6n generadora de momentos» y se abreviard su designacién por f. g. m.

La f. g. m de la distribucién binomial seré:

M (X,t) 32 Eetx Jﬁ pan-x; = 07]; -.n

(4) M (xt) = (pe' +q)"
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s la definicién de la f. g. m. se deducen las dos relaciones siguientes:

M (x + ¢,t) = e M (x,t)
M (ax,t) = M (x,0),. siendo at = )

En esta dltima relacién, para obtener los momentos relativos a la variable
az hay que hacer lasderivadas de M (x, ), tomando en cuenta la relacién at=6.
De la relacién (5), tomando la derivada de orden n se tiene:

@) D® M(x + ¢,t) = ¢ (D + ¢) "M (x,t)
Si el origen se tralada al valor medio m, tendremos:
X, =x—m; y M®E,t)=M(x,—m,t) = e ™ M(x,t)
Los momentos con respecto al origen en el punto de abscisa m se obtendran deri-

~ vando M (z/, t) con respecto a ¢ y luego poniendo ¢t =0. De acuerdo con (7) tendre-
- mos: : :

7" D™ M(x',t) = e ™ (D—m) "M(x,t)
Desarrollando el segundo miembro y haciendo {=0, tenemos:
(8) “p = mp—(g)mmp—l + ('2)) mzmp~2 +__+(_1)9mp

Si la distribucién es binomial m=np y M (z, {)=(p ¢ + ¢)", luego la funcién
generadora de momentos con origen en m es:

() Mx't)=e ™ (pe' + 9"

# : Partiendo de (9) por derivacién sucesiva con respecto & ¢ y luego haciendo
¢=0 se obtienen los momentos:
u =0
K, = Dpq
#3 = npq (q—p)

Ejemplo—En la distribucién binomial determinar la f, g. M. de la variable
z/n y los momentos con respecto a su valor medio.
De la relacién (6) tenemos:

M (x/n,t) =M (x,0) ; t/n=6

M'(x/n, t) = M'(x, 6) -%

1
M”(x/n,t) = - M“(x,0) 7
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Para ¢ =0 se tiene ©=0 y las derivadas M’ (z, ©) y M" (z, ©) se reducen a
los momentos m; y m, de la variable z cuyos valores son:

m, = np
m, = npq + n’p’

Luego tendremos:

m; (X/n) =p

m, (x/n) = (npq)/n’—p* = % + p?
X pq

VAE "= =
n n

Variables aleatorias independientes .—F. g. m de la suma de variables independientes.

Veamos algunos ejemplos de variables aleatorias independientes.

1.°" Ejemplo. —Supongamos dos urnas U; y U, que contienen; la primera 3
bolitas blencas y 2 negras y la segunda 2 blancas y 5 negras y hagamos la expe-
riencia de sacar una bolita de cada una.

Se comprende que si entre las urnas U, y U, no hay ninguna relaci6n de or-
den fisico, la probabilidad de sacar una bolita de U, no tendri ninguna influencia
en la probabilidad de salida de una bolita de U,; del mismo modo, si se hacen 7,
extracciones de una bolita y con reposicién en U, la probabilidad de que z de ellas
sean blancas no tendri ninguna relacién con la probabilidad de que al hacer n,
extracciones de una bolita y eon reposicién en U,, y de ellas sean blancas. Decimos
en este caso que las variables aleatorias = e y son independientes.

2.° Ejemplo. —Si se tienen dos fabricas A y B en las cuales trabajan N, y N,
obreros y si se toman como variables sus salarios, es evidente que al tomar un
salario al azar de la fabrica A, la probabilidad de extraerlo no influird en la proba-
bilidad de extraccién de un obrero de la fabrica B. En relacién a la forma de ex-
tracci6n de un salario de 4 y otro de B podemos decir que ellos son independientes
entre sf.

En los dos ejemplos anteriores si las variables son z e y y las probabilidades
de que z tome un valor z; e y el valor y; son Py y P, respectivamente, enton-
ces, en una experiencia, como las indicadas anteriormente, la probabilidad de que
simultineamente sea z =z, e y =y, seri P}, P,;, y, es evidente, que la probabilidad
de que una funcién cualquiera f (z, y) tome el valor f (z;, y;) seri también Py P,

Entre las funciones f (z, y), en estadistica, es de gran importancia -y, con
respecto a la cual tenemos el siguiente teorema:

Teorema. —La funcién generadora de momentos de la suma de dos o més va-
riables aleatorias independiente es igual al producto de sus f. g. m, respectivas.

Demostracién. —Sean

M, (x,t) = Ee"‘P“; M, (y,t) = 2etyP2j
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0 que la sumatoria en este segundo miembro se puede realizar inde-
temente en relacién a 7y j, se tendré: Sh

M; (x +y,t) = } i P, z eIP;;
. M3 (X o Y7t) =% Ml (X,t) < MZ (Ytt)

relaci6n permite encontrar los momentos de la variable aleatoria z+¥.

(Continuard)





