Aplicacién del Transform de LaPlace a las

ecuaciones del oscilador simple

Por JamMe MiceEELOW V.

Se trata de abordar las ecuaciones diferenciales que aparecen en el movi-
miento de un oscilador simple por métodos operacionales, métodos que ofrecen

las siguientes ventajas:
a) Las constantes de integracién quedan inmediatamente, y en forma natu-

ral, ligadas a las condiciones iniciales;
b) El método para abordar cualquiera ecuacién diferencial lineal tenga o no
segundo miembro, y siendo este segundo miembro de una forma cualquiera, es

completamente uniforme; y
¢) El método, si se dispone de tablas de transform y antitransform con las

respectivas férmulas fundamentales, es completamente algebraico.

I.—OsCILACION LIBRE.
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y” + p’y = 0 Ecuacién lineal muy conocida que resolveremos por el L
Ly” + p’Ly = 0
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REVISTA DE MATEMATICAS

1) Y = Yo cos pt + %»senbt

El esfuerzo de corte V es igual a .

Ky

2) V = yo Keos pt +

sen pt

II.—OSCILACION CON UNA FUERZA PERTURBADORA

;f_
3

Supongamos que la base del oscila-
dor esté dotada de un cierto movimien-
to tal que se conoce su aceleracién en
cualquier instante. (Por ejemplo, acele-
rograma de un temblor).

d* (x+y)
e Ly

v z‘
,d/;= f (t) aceleracién basal conocida.

Fig. 2
¥y +py=—1(t)
Aplicando L
Ly” + p’Ly = —Li (t)
8’Ly — sy, —y'o + p'Ly = —Lf (t)

8o + Yo Lf (t)
s2_*_p2 SZ+p2

Ly =

Apliquemos L™
2 W +Yo Yo
L' ——— =y cospt+ = t.
82 +p2 yo p + p sen p
ecuacibén 1)
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Teorema de Borel.
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Luego:

[ ! l t
a) 7 y=yocospt+%seu pt— -—p—] f(z) sen p (t—z) dz
0

Constituyendo los dos primeros términos la oscilacién libre y la integral la
oscilacién forzada. En un temblor y, =0 y’y =0

4) y=——$—j%(z)senp(t—z)dz
0

(Integral de Duhamel)

El esfuerzo de corte V = Ky y sin tomar en cuenta el signo

8)~" =—Ii/tf(z) sen p (t—z) dz
PJo

Como vemos, teniendo el acelerograma de un temblor podemos perfecta-
mente avaluar la integral por métodos numéricos o gréficos.
III.—OscILACION CON UNA FUERZA PERTURBADORA Y UN AMORTIGUAMIENTO
VISCOSO.

Se llama amortiguamiento viscoso una fuerza contraria al movimiento y

proporcional a la velocidad. Fig. 2.

dix+y)
pee by

g
g dt

¢ coeficiente de amortiguamiento o simplemente amortiguamiento.

‘@ & (x+y) L d(x+y)
dt? dt

d*x

o

dx

P A

e (t) = / f(t) dt + ¢ (0)
(1]

my”+ey'+ Ky =—mf (t) - ce(t)
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kg
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m
—mf(t)—ce(t) =mF(t)

¥y +2vy +p’y =F (1)
En algunas aplicaciones se considera un amortiguamiento px:oporcional a oy

o sea se hace ¢ (t) = 0 quedando F (t) = —f (t)

Aplicando L:
Ly” +2yLy +p’Ly =LF(t)

8’ Ly —sy,—y'o +2vsLy—2vy,+p’Ly = LF ()

P LF(t) +syo+Yo+27¥
4  &42vs8+p°

Se pueden presentar dos casos segin si el denominador tiene rafces reales

o imaginarias. ;
El segundo caso es mds importante y se verifica para:

El valor ZVKm se llama amortiguamiento

yY—p'<0
critico, el porqué de esta denominacién lo ve-
¥y<Dp remos més adelante.
vl En estas condiciones podemos escribir:
c K ‘
A <V7n' s’+2-ys+p2=(s-f-'y)’+>‘2 en que
6) ¢c<}JKm M =p'—42>0
Luego:
. 1. LA s+ Yo+ 7o A
s 2 2 Yo ) e 3 : ) 2
A B+ A+ B H-4)" 4 X A B+ v)"+ X

Aplicando L™ :
ot 1
7) y=yoe YicosAt+ zﬁm e Ttsen At+ T] F(z) e (t—2)7 gen A (t—2z) dz
0

Supongamos y; =0 y’, =0 (temblor)

1 t
8) y = Tj F (z) e—(t—2)7 gen ) (t—2z) dz
0
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El esfuerzo de corte:
 V=Ky+tcy+eco®

y’ lo obtenemos derivando 8) o aplicando L en la ecuacién diferencial y despejan-
do Ly’ lo que con y; =0 y’, = 0 nos darfa:

L§'=LF(t)[ i A 3

' licando L™
6+’ +N A (s+7)2+‘x2Jap° 4

t ; t
= ] F(z) e (t—2) cos \ (t —z) dz— —Z—/ F(z) e—1(t—2) gen\ (t—z) dz
0

0,
Luego:
t

"K—vyec
F(z) e—7(t—2) l_—k sen A\ (t—z) + ccosA (t—z)] dz
0

9 V= cw(t)+f

Para valores mayores que el amortiguamiento critico:

s’ +2vys+p’ = (s—s,;) (s—s;) en ques, y s, son reales

A B LF(t LF(t
(5 i 4C (t) LD (t)
S—8; S—Sz S-—8; 5—8,

A, B, C, D constantes

t

10) y=Aeslt+Besﬁt+/ F (2) [Cesl(t‘z)-l-DeS’(t—") dz

0

El movimiento deja de ser vibratorio, de aqui el nombre de amortigua-
miento critico.





