
Aplicacion del Transform de Laplace a las
ecuaciones del oscilador simple

POR JAIME MICHELOW V.

Se trata de abordar las ecuaciones diferenciales que aparecen en eJ movi­
miento de un oscilador simple por metodos operacionales, metodos que ofrecen
las siguientes ventajas:

a) Las constantes de integracion quedan inmediatamente, y en forma natu­

ral, ligadas a las condiciones iniciales;
b) EI metodo para abordar cualquiera ecuaci6n diferencial lineal tenga 0 no

segundo miembro, y siendo este segundo miem�ro de una forma eualquiera, es

completamente uniforme; y
c) EI metodo, si se dispone de tablas de transform y antitransform con las

respectivas formulas fundamentales, es completamente algebraico.

I.-OSCILAcr6N LIBRE.
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y" + p2y = 0 Ecuaci6n lineal muy conocida que resolveremos por el L

L sYo + s'« s

+
y'o P I

Y = Y Aplicando L-S2 + p2
=

0 S2 + p2 P 82 + p2



Supongamos que la base del oscila­
dor este dotads de un cierto movimien­
to tal que se conoce su aceleracion en

eualquier instante, (Por ejemplo, acele­

rogra.ma de un temblor).
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Teorema de Borel.
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II.-OsCILACI6N cox VNA FUERZA PERTURBADORA

dZx
-2::: f (t) aceleracion basal eonocida.
dt

8Yo + y'o y'
= Yo cos pt + � sen pt.82 + p2 P

L-1..!_ Lf(t)p =�jt f (z) sen p (t-z) d2
p S2 + p2 P 0

1)
y'o

y = Yo cos pt + - sen pt
p

E1 esfuerso de corte V es igual a

Ky

Fig. 2

Aplicando L

Ly" + plLy = -Lf (t)

s2Ly-syo-y'o +p2Ly = -Lf(t)

Apliquemos L-1

ecuaci6n 1)
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Luego:

y'o 1 jt3) y = Yo cos pt + - sen pt- - f (z) sen p (t-z) dz
p p 0

Constituyendo los dos primeros terminos Ia oscilacion libre y Ia integral Ia
oscilaci6n forzada. En un temblor Yo = 0 s'« = 0

1

J
t

4) Y = - - fez) sen p (t-z) dz
P 0

(Integral de Duhamel)

El esfuerzo de corte V = K y y sin tomar en cuents el signa

Kft5) V = - fez) sen p (t-z)dz
p 0

Como vemos, teniendo el acelerograma de un temblor podemos perfecta­
mente avaluar la integral por metodos numericos 0 graficos.

III.-OSCILACI6N CON UNA FUERZA PERTURBADORA Y tN AMORTIGUAIlTENTO

VISCOSO.

Se llama amortiguamiento viscoso una fuerza contraria al movimiento y

proporcional a la velocidad. Fig. 2.

d (x + y)
F1=c---­dt

c coeficiente de amortiguamiento 0 simplemente amortiguamiento.

d2 (x + y) d (x + y)
m --dt-"2--

= -Ky-c --d-t--

dx
� = tp (t)
dt

tp (t) = I� f (t) dt + tp (0)

my" + cy' + Ky = -mf (t) - Ctp (t)
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En unas sp caciones se consi era un amortiguamien 0 proporeiona a
dt

o sea Be hace � (t) = 0 quedando F (t) = - f (t)

Aplicando L:

Ly" + 2 'Y Ly' + p2 Ly = L F (t)

.2Ly-BYo-Y'o + 2'YsLy- 2'YYo + p2 Ly = L F (t)

LF(t) +SYo +y'0+2'YYo
Ly =

.

82 + 2'Ys + p2

Se pueden presenter dos cssos segiin si el denominador tiene rafces reales
o imaginarias.

EI segundo caso es mas importante y se verifies para:

EI valor 2y'� se llama amortiguamiento
critico, eI porque de esta denominaeion 10 ve­

remos mas adelante.
En estas condiciones podemos escribir:

'Y<p

c

2m

6)

Luego:

L
1 L F (t) >. s + 'Y

+
y'0 + 'Y Yo

Y =

A (s + 'Y)2 +;\2
+ Yo

(s + 'Y)2 + ;\2 x

Aplicando L-I :

y' +Y'Y 1

jt7) y =Yo e-yt cos x t+
0 0 e-rt sen >.t+ - F(�) e-(tr-z)r sen>. (t-z) dz

>. >. 0

Supongamos Yo = 0 s'« = 0 (temblor)

8)
1 jtY = - F (z) e-(tr-z)y sen (\ (t-z) dz
). 0
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El esfuerzo de corte:

V = Ky +cy' +ctp(t)

y' 10 obtenemos derivando 8) 0 aplicando L en la ecuaci6n diferencial y despejan­
do Ly' 10 que con Yo = 0 s'« = 0 nos darla:

[ s + l' l' A l' -1
Ly' = L F (t)

( )2 2
- -

)2 2 aplicando L
s + l' + A A (s + l' + A

Y' = jt F(z) e-r(t-z) cos A (t-z) dz- _2_jt F(z) e-·(t-z) senx (t-z) dz� A 0

Luego:

9) V = ce (t) + f.t F(z) e-y(t-z) lO K�'Y
c

sen A (t - z) + c cos')" (t-z)1 dz

Para valores mayores que el amortiguamiento entice:

S2 + 2 l' s + p2 = (S-51) (S-Sz) en que SI y S2 son reales

Ly=� +� + C
LF(t)

+ D
LF(t)

5-S1 s-Sz 5--51 S-Sz
A, B, C, D constantes

10) y = Ae8lt+Beszt+ f.t F(z) [ Cesl(t-Z) +De,(t-z) 1 dz

EI movimiento deja de ser vibratorio, de aqui el nombre de amortigus­
mien to crltico.




