El axioma cle congruencia

Prof. Domingo Almendras

Los <Elementos Geométricos» de Euclides, eseritos tres siglos antes de la
era cristiana, ha sido, sin duda, la obra cientifica m4s famosa y de mayor in-
fluencia en la cultura matemética ya que sirvié de modelo de investigacién y de
exposicion légica durante més de dos mil afios. Los trabajos de Arquimedes, Ga-
lileo, Newton y de muchos contemporineos estdn inspirados en esa admirable
obra.

La exposicién légica de los Elementos sélo ha sido superada recientemente
gracias a los estudios criticos realizados por Peano, Veronese, Pasch, etc., pero
las modificaciones, supresiones y agregados a la obra de Euclides, sugeridas por
ellos, aun no han afectado a la ensefianza de la geometria en las escuelas secun-
darias ni en la Universidad. Lo que se denomina «Geometria moderna» no es
la moderna manera de exponerla, sino que es la extensién del campo del sistema
euclideano hacia la teorfa de lds transversales, de los haces de rectas, nuevas
propiedades del tridngulo, ete.

Creemos que en las escuelas secundarias se puede ensefiar la geometrfa de
acuerdo con la nueva axiomética sin que ella pierda su aspecto -intuitivd y prée-
tico como se ha estado ensayando con buen éxito en Italia y en algunos paises
latinoamericanos. i

En este articulo pretendemos insinuar un ensayo en el tratamiento de la
congruencia.

'

CONCEPTO DE CONGRUENCIA

Aunque el movimiento de una figura esti ligado a la concepcién de algin
cuerpo sélido y, en su esencia, incluye las nociones de espacio y tiempo, cree-
mos que el alumno debe aprovecharlo sin dirsele mayores explicaciones. Asf,
por ejemplo; la coincidencia de una linea con el canto de una regla o con un
hilo estirado podrdn servir para formar el concepto de segmentos congruentes;
el rastro de un animal, las letras producidas en la escritura a maquina, el cal-
cado de figuras, etc., servirin para formar el concepto de congruencias de figu-
ras. Una préctica en el pizarrén con figuras de colores o recortadas serviri para
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que los alumnos maduren el concepto de la congruencia. Luego se puede pasar
a las definiciones y axiomas. :

Derinici6N I.—Dos figuras F y F/ (puntos, lineas, partes del plano, ete.)
son congruentes si se les puede hacer coincidir por medio de movimientos de las
figuras en el plano o mediante el transporte de una de las figuras de modo que
coincida con la otra. Se pondrdi F=F".

En la ensefianza secundaria esta definicién debe ser explicada, haciendo que
los alumnos efectiien o verifiquen la congruencia de segmentos, angulos, trian-
gulos, ete., trasladando las figuras calcadas en papel transparente o recortadas
en cartén. Conviene hacer notar que si mediante ciertos movimientos se logra
verificar la congruencia ella se podra verificar de una infinidad de maneras.

Axioma I.—Una figura F es congruente con s{ misma. F = F.

Axrioma II.—Si una figura F es congruente con otra F’, entonces F’ es con-
gruente con F. Anétese: Si F= F’, entonces F'=F.

Axrtoma III.—Si una figura F’ es congruente con F” y F” es congruente
con F”’, entonces F’ es congruente con F’”.

Anétese: Si F'= F” y F”= F’”, entonces F'= F’”.

La explicacién de este sxioma se puede hacer mediante una verdadera acti-
vidad del slumno copiando la figura F’ calcada de F” y llevindola a coincidir
con F”””. Conviene hacer notar que el axioma III es el més empleado en la préc-
tica. Péngase numerosos ejemplos. :

Nota 1.—El signo de congruencia. Para el signo de eongruencia adoptare-
mos tres lineas paralelas horizontales (=). Consideramos que el signo & adop-
tado en nuestra ensefianza y que figura en algunos textos norteamericanos es
defectuoso desde el punto de vista légico. En efecto, los dos signos — y o sig-
nifican; el primero, igualdad de longitud, 4rea, volumen e implica, por consi-
guiente, la nocién de medida que es up concepto mas complejo que el que se
quiere definir; el signo o significa igualdad de forma o semejanza, lo que im-
plica el de congruencia y proporcionalidad. El signo = para la congruencia se
puede usar, sin objecién, en el estudio de las geometrias no euclideanas en las que
no existe el concepto de semejanza.

Nora II.—Lea nocién de transporte. Euclides en sus <Elementos» elimina
sistemdticamente el transporte de figuras en el plano porque, en general, los ge6-
metras griegos comprendieron que los axiomas y teoremas geométricos debfan ser
independientes de las propicdades de la materia, es decir, del espacio fisico. En
efecto, al efectuar cualquier transporte es necesario pensar en algo material, por
ejemplo, un compés, una hoja de papel, etc. En la ensefianza secundaria, sin
embargo, es preferible adoptar el movimiento como punto de partida en la fun-
damentaci6n légica a la manera concebida por Helmholtz, Lie, I{lein y otros
grandes gebmetras contemporineos, porque asi se estd més de acuerdo con la
intuicién y experiencia del alumno.

: Axroma IV.—Si se tiene un segmento cualquiera AB y sobre una recta L
un punto O, se puede encontrar hacia ambos lados de él dos puntos P y P’, ta-
les que OP= OP’'= AB. ‘ ’
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 Este axioma permitira la exphcacxén de los dos sentidos que se pueden con-
siderar en una recta y de la definicién de semirrecta o rayo. Cada punto de
una recta la divide en dos semirrectas.

DEFINICION I1.—Suma de dos segmentos. Si se dan dos segmentos AB y CD
y un punto O en una recta L y determinamos en una de las semirrectas de L
~un punto P de modo que OP=AB y en la semirrecta determinada por P y
que no contiene a O un punto P’ de modo que PP’==CD, entonces OP’ seré
la suma de los segmentos AB y CD y pondremos:

A B O D
e = OP -+ PP’ 1 ¥

¥ L L)

y OP'= AB + CD

Esta definicién permitird generalizar la suma para més de dos segmentos.
AxiomA V.—Auxioma de congruencia de dngulos. Dos angulos de vértices O
y O/, formados respectivamente por las semirrectas OL,;, OL, y O’L;, O’L, son
congruentes si de OA=0’A’, OB=0’B/, estando A en OL,; B en OL,; A’ en
O’L;; B’ en 0Ly, resulta: AB ==A’'B".
LA F3

L2 Ly
0 B 0 B

Consecuencia inmediata de este axioma es la proposicién: «Dos tridngulos
que tienen dos lados y el ngulo comprendido respectivamente congruentes, son
congruentes».

Derinici6N III.—Cualquier rayo o semirrecta que parte de O y tiene un
punto comin C con AB, estando C entre A y B se dird que este rayo es inte-
rior al 4ngulo. (Fig. anterior).

OgservAcION.—Los axiomas de orden que serfa necesario tratar para com-
pletar la axiomética de la geometrfa, creemos que en la ensefianza secundaria de-
ben limitarse sélo a las nociones de <entre dos puntos»; <entre dos semirrectas»;
«en la prolongacién de AB» y «<en la prolongacién de BA»>. Estas nociones se
usan al hablar de divisi6n interior y exterior de un trazo.

TEOREMAS QUE DERIVAN DE LOS AXIOMAS ANTERIORES

En lo que sigue procuraremos dar el orden maés correcto que debe darse al
tratamiento de la materia, de modo que el alumno pueda darse cuenta, ya sea
en forma intuitiva o l6gica que cada propiedad se puede verificar y probar me-
diante otras, conocidas previamente.

Hay un paso en el desarrollo l6gico de la materia que se refiere al axioma
W que conviene aclararlo en las aplicaciones que siguen. En efecto, en dicho
enunciado no se hace referencia al orden en que estin los lados que compren-
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«  sentide Qntnneei, son simétricos. En el caso de
simetria se dirh que los elementos homélogoes son congruentes.

- TeoreMa I.—Los &ngulos baseles de un trifngulo isésceles son iguales.
Dm. Bastari considersr los ABC y BAC (Axioma IV, caso de simetrfa).
TeorREmMA II.—8i se construyven sobre una misma base dos trifingulos is6sce-

“les, la recta que une los vértices opuestos 2 la base comiin es bisectriz de los

- Angulos opuestos a la base, dimidia esta base y es perpendicular a ella
; Dm. Dejada al lector.

‘ Este teorema se aprovecharé para ejecutar las siguientes construcciones:
1.—Trazar la bxsectnz de un fngulo.
2.—Levantar una perpendicular a una recta.
3.—Bajar ura perpendicular a una recta.
4.—Dimidiar un segmento.

_ Teorema II1.—Un 4ngulo extenor de un tridngulo es mayor que cada uno
de los éngulos interiores, no adyacentes a él.

Hip.—XLCB =3, es exterior ) #

‘Tesis: 8 es mayor que a: (3 >a) ; C/
4 » » » B:(0>B)
Dm.—Se dimidia CB por el punto D,
es decir, CD = BD. &
- Se prolonga AD, haciendo DE = AD,
entonces AABD —=ACDE
: (Axioma IV).
Luego: <¥DBA=-<DCE < ¥DCL.
o f<a.
Construyendo la figura anterior hacia el otro lado se obtendré:
a< § y como & = &', se tendri:
a< b

mA

Nora III.—Este teorema es una de los més importantes de la geometria;
8U demostracién se ha reproducido desde el tiempo de Euclides hasta nuestros

dfas, la que, con ciertas limitaciones, es vélida en las geometrias de Lobatschefsky
¥ Riemann.

Trorems IV.—(corolario del anterior). La suma de dos 4ngulos de un tri-
&ngulo es menor que 2R (R, signifca un &ngulo recto).

Hip: B v v son 4ngulos interiores.
Tesis.—8 + v < 2R. o
~ Dm.—De la figura anterior se tiene: v + & = 2R.

Y como B es menor que 4, tendremos; v + B8 < 2R.

Teorema V.—Desde un punto se puede trazar una sola perpendicular a
una recta.

Dm.—Consecuencia inmediata de teorema IV.



! h‘iingulo hay siempre dos &ngulos agudos.
suma de los 4ngulos de un tridngulo es menor que 3 R.

un trifngulo a mayor ledo se opone mayor dngulo.

-Un trifingulo que tiene dos 4rgulos iguales es isbseeles.

En un tridngulo a mayor &renlo se opone mayor lado.

La suma de dos lados de un irifnzulo es mayor que el tercero.
La diferencia de dos lados de un iridngulo es menor que el tercero.

nm:ms DE CONGRUENCIA.

os triangulos son congluentes si tirnen, respectivamente, iguales un
~lado y los &ngulos adyacentes a él. ;

.—Dos trifingulos son congruentes si tienen respectivamente iguales un
lado y dos 4ngulos igualmente disy uestos (Severi).

}t?--—'-Dos triangulos son congruentes si tienern sus tres lados respectiva-
. mente iguales.

1.—Dos tridngulos son congruentes si tienen reSpectivamente iguales dos
: lados y el angulo opuesto al mayor de ellos. .
OBSERVACION.—No se ha detallado la demostraci¢én de algunos casos inte-
tes en el grupo de teoremas anteriores por falta de espacic, pero desearfa-
recibir de parte de los lectores sugerencias y demostraciones nuevas.





