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Al matemético francés Hadamard debemos (Bulletin des sciences mathéma-
tiques 1893) un interesante teorema sobre determinantes en que de una cota para
los términos de un determinante, se deduce una cota (no trivial) para el determi-
nante mismo. El teorema—que halla su aplicacién mas importante en la teoria
de las ecuaciones integrales—puede enunciarse como sigue: Cuando los médulos
de todos los términos de un determinante de orden n son inferiores o a lo sumo
iguales a M, puede afirmarse que el m6dulo del determinante no pasa de:

H, =M}

En el caso que n = 2 la verificaciébn del teorema es inmediata. En seguida,

1 i, B
cuando n = 3 y haciendo r = e +—;— V3 es facil comprob/ar que el médulo de

es exactamente |/ 37. Asf ocurre que, para un n general y admitiendo valores
complejos para los términos del determinante, la cota indicada por Hadamard es
inmejorable, por existir ejemplos de determinantes que alcanzan el valor H,, .
Resulta, sin embargo, que esos determinantes extremos no son, en general, de
elementos reales, de modo que las cotas H, podrin ser rebajadas desde el mo-
mento que los términos se limitan al cuerpo real.

Por ser un determinante funcién lineal homogénea de cada una de sus lineas
bastarf, evidentemente, considerar el caso M = 1. Por lo tanto formularé el pro-
blema siguiente. El determinante de orden n de términos x,, que satisfacen
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",.--1 < X, = 1, que es una funcién continua de estas variables, posee un méximo
E, . Pido determinar este méximo en funcién de n.

Puedo entregar, desde luego, la siguiente lista de valores que corresponden a
los 6rdenes més pequefios:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
E, 1 2 4 16 48 160 |>= 576 4096
H. 1 2 5,2 16 55,9| 216 907,5 | 4096

e cH, | 1,00 1,00y 0,77 1,00} 086| 0,74 |= 0,63 1,00

A fin de instigar a otros a preocuparse del problema que acabo de formular
daré todavia algunas indicaciones ttiles en su tratamiento:

1) La primera mirada a la lista ya ensena que tenemos E, = H, en los casos
n = 2. Queda este fenémeno general suficientemente explicado por el determi-
nante de términos reales T1 y de médulo Eg = Hg :
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2) Como el determinante | x| esfuncién lineal de cada una de sus varia-
bles vemos que asumiri su méximo en uno de los extremos x,, = * 1, de modo
que bastari encontrar el mayor valor entre los determinantes de elementos ¥ 1.
Aun puede suponerse, en la bisqueda del miximo, que el primer renglén y la
primera columna del determinante conste de puros x,, = + 1, puesto que a esta
situaciéon puede llegarse multiplicando por —1 las lineas y columnas que lo nece-
siten, e intercambiando, eventualmente, dos lineas para darle signo positivo al
determinante. Asf, para n = 3, el determinante méiximo se halla seguramente en-
tre los sigujentes:

1 1 1
| R b
Ry 1€ty

La tarea és de escoger el meyor entre este niimero finito de determinantes,
tarea finita también. Para n = 3 se tratarfa de la comparacién de 2* = 16 casos;
pero, ya para n = 5 jserfa preciso considerar asf 2'° = 65536 casos!

3) Es posible otra simplificacién més que explicaré a continuacién. Restando
la primera linea de las demés se obtiene:
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Los términos del dltimo determinante son todos de valor 0 6 — 2, y es im-
- portante cerciorarse de que todo determinante de términos 0, —2 y de orden
n— 1 puede obtenerse de esta manera partiendo de alguno de elementos 1 y de
orden n. Llamando D, , el miximo de un determinante de términos 0, 1 y de
orden n —1 deducimos de lo expuesto que: '

Bagip =2 ..}

Pues bien, la determina.c.ién de D, es, en general, menos laboriosa, puesto
que la aparicion de ceros en un determinante facilita su evaluacién. En el caso
antes mencionado de la determinacién de E; bastaria calcular D, como médulo
mayor de entre los determinantes:

; L |
80
El segundo y el cuarto realizan D, = 1, conloque E; = 2> -1 =4.

4) Es esencialmente de este método elemental que me he valido para deter-
minar los primeros D, . Aqui van tabulados:

10 10 0
01 00 0 0

n|1'2134‘_5|6}7l8 9'12

5 I_>__,9 ’ 32 l.>,45 L2 Bh IZI()'O

Pueden descartarse, en la discusion un tanto ardua de los muchos casos,
aquellos determinantes que segiin teoremas generales se anulan (en el cason = 3
son todos los cuatro determinantes que quedaban), y aquellos de médulo eviden-
temente < D, _,, por la obvia desigualdad D, = D, , . Por otra parte se
desprende la desigualdad D, = D,D,, (que comprende la anterior) del esque-
ma de facil explicacion:

en que D, , D, simbolizan determinantes del orden y valor indicado. De este mo-
do se obtuvo, por ejemplo, la relacién D;; = Ds D, = 160.
Ademas tenemos, para n = 2“— 1, segin lo observado en 1):

k—1
-— 1
Dn i Hn+] :2n s 2(]( 22 +
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Finalmente, tendré que revelar que he obtenido las cotas inferiores para D, ,
Dy y Dy del céleulo de los determinantes siguientes:
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Son estos determinantes del tipo llamado ciclico, tipo cuya teoria (creada por
Spottiswoode, Crelles Journal 1856, y Stern, Crelles Journal 1871) me ha servido
¢ ' en la seleccién de estos ejemplos. Observo que los determinantes de modulo D, :
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son igualmente determinantes ciclicos, mientras que:
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no es ciclico ni existe determinante ciclico que realice D; .
Para terminar recomiendo al lector interesado que verifique mi determina-
¢i6n de D,, D; y D, . ;Podria esperarse la obtencién de algin resultado general?
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