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Al matematico frances Hadamard debemos (Bulletin des sciences mathema

tiques 1893) un interesante teorema sobre determinantes en que de una cota para
los terminos de un determinante, se deduce una cota (no trivial) para el determi
nante mismo. EI teorema-que halla su aplicacion mas importante en la teoria
de las eeuaciones integrales-puede enunciarse como sigue: Cuando los modules
de todos 108 terminos de un determinante de orden n son inferiores 0 a 10 sumo

iguales a M, puede afirmarse que el m6dulo del determinante no pasa de:

n ./H, = M r n'":

En el caso que n = 2 la verificaci6n del teorema es inmediata. En seguida,
1 i _

J

cuando n = 3 y haeiendo r = - - + - V 3 es facil comprobar que el m6dulo de
2 2

11

1

1

es exactamente V33. As{ ocurre que, para un n general y admitiendo valores

compJejos para los terminos del determinante, 1& cota indicada por Hadamard es

inmejorable, por existir ejemplos de determinantes que aloanzan el valor H, .

Resulta, sin embargo, que esos determinantes extremos no son, en general, de
elementos reales, de modo que las cotas H, podran ser rebajadas desde el mo

mento que los terminos se limitan al cuerpo real.
Por ser un determinante funci6n lineal homogenea de cada una de sus Ilneas

bastara, evidentemente, considerar el caso M = 1. Por 10 tanto formulare el pro
blema siguiente. El determinante de orden n de terminos Xpq que satistacen
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- 1 !5: xpq !5: 1, que ea una funcion continua de estas variable , posee un maximo

En' Pido determinar este maximo en funci6n de n.

Puedo entregar, desde luego, la siguiente Iista de valores que corresponden a

los ordenes mas pequenos:

n 1

En 1

2

1,00 0,86 0,74 � 0,63

3 5 6

160

4

2 4 16 48

7 8

� 576 4096

1

-------- ------ --- -------1---- -----

907,5 4096

1,00

2 5,2 16 55,9 216
1---------

1,001,00 0,77

A fin de instigar a otros a preocuparse del problema que acabo de formular
dare todavia algunas indicaciones utiles en su tratamiento:

1) La primera mirada ala lista ya ensena que tenemo En = H, en los ca os

n = 2k. Queda este fenomeno general suficientemente explicado por el determi
nante de terminos reales .=':1 y de modulo Es = H8 :

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

2) Como el determinante I xpq Ie' Iuncion lineal de cada una de sus varia

bles vemos que asumira su maximo en uno de los extremes XIX1 = � 1, de modo

que bastara encontrar el mayor valor entre los determinsntes de elemento .=': 1 .

Aun puede suponerse, en In. busqueda del maximo, que el primer rengl6n y la

primera columna del deterrninante conste de puros Xrq = + 1 , pue to que a e ta

situacion puede llegarse multiplicando pOI' -1 las llnea y columnas que 10 nece-

iten, e intercambiando, eventualmente, dos ltneas para darle signo positivo al

determinante. Asi, para n = 3 , el determinante maximo e halls segurarnente en

tre los siguientes:

111

1 -='=1 �l
1 �l :!:J

La tarea os de e coger el mayor entre e te mimero finite de determinantes,
tarea finita tambien. Para n = 3 se trataria de la comparacion de 24 = 16 caso ;

pero, ya para n = 5 [seria preciso considerar ast 211> = 65536 en '0,::1

3) Es posible otra simplifieaci6n ma que explieare a continuacicn. Restando

la primera linea de In' dema e obtiene:
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1 2:1

1

o �1-1 .. -:1-1 -:1-1 �1-1

o 2:1-1 2:1-1 .2:1-1 �1-1

Los termino del ultimo determinante son todos de valor 0 6 - 2, Y es im

portantc cerciorar e de que todo determinante de terminos 0, - 2 Y de orden

n - 1 puede obtener e (Ie est-a manera partiendo de alg1.100 de elementos 2:1 y de

orden 11. Llamando D; 1 el maximo de un determinante de terminos 0, 1 Y de

orden n - 1 deducimo de 10 expue to que:

En = 2n-1 Dn_, (n = 2, 3, ... ) .

Pue bien, Ia determinacion de D, es, en general, menos laboriosa, puesto
que la aparicion de ceros en un determinante facilita su evaluaei6n. En el caso
antes mencionado de la determinaci6n de EJ bastaria calcular D2 como modulo

mayor de entre los determinantes:

EI egundo y el cuarto realizan D2 = I, con 10 que EJ = 22 . 1 = 4 .

4) E esencialmente de e te metodo elemental que me he valido para deter
minar los primeros Dn' Aquf van tabulados:

Pueden descartarse, en la di cusion un tanto ardua de los mucho casos,

aquellos determinantes que egun teoremas general se anulan (en el caso n = 3
son todos 10. cuatro determinantes que quedaban), y aquellos de modulo eviden
temente ::; Dn- 1 , poria obvia desigualdad D, � D, _ 1 • POI' otra parte se

de prende la desigualda-l Dn+m � DnDm (que comprendc In anterior) del esque
ma de facil explicacion :

n 11 2 3 4

-;�I-I--I--2- -;-
5 6

5 � 9 � 160

7 8 9 12

32 � 45 � 95

en que Dn, Dm simbolizan determinantes del orden y valor indicado. De este mo

do Be obtuvo, por ejemplo, la relaci6n DJ2 � D, D7 = 160.

Adernas tenemos, para n = 2k -1, segtin 10 observado en 1):
k-l

D - H '2n = 2(k-2)2. +1'
n

-

n+J'
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Finalmente, tendre que rev lar que he obtenido las cota inferiores para Dt;,
Ds y D9 del calculo de 10' determinantes siguientes:

1 1 1 1 0 1 0 0 I � ] 1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1

0 1 0 1 0 10 0 1 1 1 1 0 1 0

,0 1 1 1 1 0 1 0 0

I on c tos determinantes del tipo llamado ciclico, tipo cuya teoria (creada por

'pottbvoode, Crelles Journal 1 fiG, y Stern, Crelles Journal 1 il) me ha servido
en la selecci6n de estes ejeinplos. Observo que 10' deterrninantes de m6dulo Dn:

1 1 1 0

1 1 �I 1 1 0 1

I� �I 1 0 1 0 1 1

III 0 1 11 0 1 1 1

son igualmente determinaote ciclicos, mientras que:

0 1 1 1

1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 = 5 = D5
1 0 1 0

o ()

no e ctclico ni existe det rminunte ciclico que rcalice D, .

Para terrninar recomiendo al lector interesado que verifique mi determina
cion de D4, D5 y Dt,. ZPodria esp�l'arsc la obtencion de algun rosultado general'?
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