El metodo cle rela]acmn

ING. ARTURO ARiAs S.

Resumen.

Se expone, mediante un ejemplo, la aplicacién del método de Southwell a
la resolucién numérica de ecuaciones con derivadas parciales.

El método de <Relajacién> es un procedimiento de cdleulo numérico idea-
do primitivamente para la resolucién de estructuras enrejédas ¥y que, posterior-
mente, ha ido extendiendo su campo de aplicacién, gracias a la labor de South-
well y de sus colaboradores. Hoy, €l método es de una versatilidad extraordi-
naria y su uso abarca desde la resolucién de ecuaciones algebraicas lineales,
hasta la de ecuaciones a derivadas parciales; desde la avaluacién de cargas cri-
ticas de pandeo y de frecuencias naturales (problemas ambos ligados con el
cdlculo de «eigenvalues»), hasta la resolucién de cuestiones relacionadas con

estados de tensiones eldsticos, plisticos y elastoplasticos.
Este procedimiento de cdlculo ha mostrado ser especialmente adecuado para

tratar problemas con condiciores de borde complicadas.
En lo que sigue expondremos el método, aplicindolo a dos problemas sen-

cillos.
Ejemplo N.° 1
Sea propuesto el sistema de ecuaciones:
Fi=3x+4+ y— z+4=0

Fo= xoily 4wl (1)
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F;= x— y+ 3z—8
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Comencemos por formar lo que Southwell llama <tabla de operaciones>.
Consiste ésta en una tabla en que se anotan los incrementos de las funciones
F correspondientes a incrementos dados de las variables X, y, z. La tabla en

cuestién sera:

Operacién AF, AF, AF,
|
Ax =1 = ok == 1
(2
Ay =1 + 1 — 4 — 1
Ar = 1 | il + 3

Ahora demos a x y z valores arbitrarios Xy, y,, 2z, y calculemos los valo-
res correspondientes de F,, F,, F;. Salvo casualidad, los valores de las funcio-
nes F, no serdn todos nulos; es decir, Xy, Yo, %o no satisfar4n el sistema (1).
Los valores de las funciones F, que llamaremos residuos iniciales, serin una me-
dida del error cometido al suponer que X5, Yo, Z es la solucién de (1). Pode-
mos partir de esta solucién supuesta y corregirla mediante la tabla de opera-
eiones (2):damos a X, y, z incrementos adecuados Ax, Ay, Az y caleulamos los
incrementos correspondientes de las funciones F'; estos incrementos, sumados a
los residuos iniciales, darin nuevos residuos, que son los correspondientes a los
valores X, + AX, yo + Ay, 2z, + Az de las variables x, y, z. Repitiendo las
operaciones se pueden obtener residuos tan pequefios como se quiera. La solu-

cion aproximada del sistema (1) seri:

X + SAx

»
I

y =Y + ZAy 3)

g =2y + ZTAz
Por ejemplo, tomemos como valores iniciales

Xo = Yo = 2% =0

Los residuos iniciales seran + 4, — 5, -— 8, respectivamente. Las ope-

raciones de correcci6n (o de relajacién, como dice Southwell) estin indicadas en

la tabla siguiente:
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”‘ S
TABLA DE RELAJACION
Operaci6n F, F, F, Observaciones
Ax Ay Az + 4 — 5 — 8 Residucs iniciales
+ 3 — 3 + 3 + 9 Incrementos (I)
+ 1 — 2 + 1 Residuos (R)
— 05 — 0,5 | + 2 + 0,5 1 ;
+ 0,5 0 + 1,5 R
— 05| +05 |—05 | — 15 I
+ 1,0 | — 0,5 0 R
— 0, 3 —09 [—03 | — 03 I
+01 b=08|—03 | R
— 0,2 —02 [+ 08 | + 02 I
— 8,1 § -1 B
+ 0,03 + 0,09 + 0,03 + 0,03 I
— 0,27 — 0,7 4+ 25 || — 001 ; + 0,03] — 0,07 R

La solucién aproximada de (1) seré, de acuerdo con (3):

x = — 0,27
== —0,70
z = 4+ 2,50

La solucién exacta, obtenida por los métodos usuales, es:

19

= — 0,263
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El problema recién resuelto, pone de relieve la caracteristica principal del
método: concentrar la atencién sobre los residuos, no sobre las incégnitas, y
mediante operaciones adecuadas reducirlos a valores tan pequefios como se

- quiera.
Bjemplo N.° 2—Consideremos la ecuacién:

P id
e st o FH 4
o P (x,y) (4)

Se pide resolverla dentro de un dominio dado, conocidas las condiciones de
borde.

W

e = 2
£ e s
\\
- Fig. 7
a I h o X

Lo primero que hacemos es cuadricular el dominio, dividiéndolo en cua-
drados de lado h. La ecuacién (4) puede sustituirse por un sistema de ecuacio-
nes lineales, en que las incOgnitas son los valores de ® en los nudos del cuadri-
culado. Esta sustitucién se puede hacer utilizando las expresiones aproximadas
de las derivadas'que figuran en la ecuacion (4), expresiones que se deducen en
el caleulo de diferencias finitas:

3 d
hZW =&, +&;—2d, (5a)
. td
h? e =d,+ &, —2%, (5b)

El significado de los indices estid indicado en la figura 1.
La ecuacién (4) se reduce, entonces, a un sistema de ecuaciones lineales

como la que sigue:

2—Rev. de Matemiticas
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Ro=, + &+ & +&—48—h'F =0 ®

Para resolver este sistema, podemos proceder eomo se indic6 en el e emplo
1: comenzamos por dar a & valores arbitrarios en cada uno de los nudos del
euadriculado; mediante (6) calculamos los residuos R, y «relajamos» hasta re-
ducir estos residuos sensiblemente a cero.

La «tabla de operaciones> es fécil deducirla de la misma ecuacién (6): un
incremento A%, = 1 trae aparejados incrementos:

ARy =—1 ;
(7
AR, =AR,=AR; = 4R, =1

La tabla podemos representarla esquematicamente por la siguiente figura
(fig. 2) o «esquema de relajacién>.

r FZ9. s

No es necesario escribir el gistema de ecuaeiones (6) y resolverlo en la for-
m2 explicada, mediante una tabla de relajacién. Es méas comodo operar directa-
mente en el mismo cuadriculado.

El ejemplo que tratamos a continuacién est4 tomado de la teoria de la tor-
si6n de barras prisméticas, debida a Saint-Vénant. El problema se resuelve in-
troduciendo una funcién de tensiones & que satisface la ecuacibn (4), siendo F
una constante:

=—2G#O (8)

en que G es el moédulo de rigidez transversal del material de que estd hecha la
barra, y 6 es el angulo de giro por unidad de largo de la pieza. Losejes x e y
estan contenidos en una seccién transversal del prisma; el eje z tiene la direc-
ci6n del eje longitudinal. Las componentes de la tensiébn son todas nulas, salvo
Txz ¥ 7y: Que valen:
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2 3%
Yy 2 P T @

* Como sobre las caras laterales del prisma no obran fuerzas exteriores, las
condiciones de borde se reducen a que ® es constante a lo largo del contorno
‘de la seccién transversal. No se pierde generalidad si se supone que este valor

v constante es cero.
Trataremos el caso de una barra de seccién transversal cuadrada de lado

unitario, sometida a torsion simple. Para comodidad de los célculos hemos hecho
Go =1 (10)

de modo que los valores obtenidos para ® han de multiplicarse por GO. La
ecuacion 4 queda:
e EX ;
. -+ §7 Ry 2 (4)
y la (6):

Ry=® +®,+&+P,—4d,+2h>=0 (6)

1 .
= ; aparece asi, en la ecuacion anterior,

Hemos elegido, primeramente, h =
1
la fraceiéon —3—2— ; por comodidad los valores de ® se han multiplicado por 32000,
. queda :\
Ry =V, +V,+V;4+V,—4V,+1000 =0 (6)”
en que V estd dado por:
32000 # =GOV (11)

Posteriormente se afiné la red, disminuyendo h a la mitad.

»

-~
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Gracias a la simetria del problema, basta ecalcular V dentro y sobre el

‘perimetro del trifngulo sombreado (figura 3). Partimos asignando a V valores
. arbitrarios en cada uno de los nudos del cuadriculado; luego, mediante el esque-
ma de relajacién de la figura 2, corregimos estos valores hasta a.?ular, o casi
anular, los residuos. Supongamos, por ejemplo, que se supone’ de partida
V = 1000 en todos los nudos interiores. Anotamos estos valores a la izquierda

o o 0
& o 750
o 000} - 1000 < 1000
Q b
0 1000 '”oo 1000| 1000
C i
; Fig 4

del nudo. A la derecha anotamos los residuos correspondientes. Por ejemplo, en
el nudo a, el residuo es:

R, = 1000 + 0 + 0 + 1000 — 4 - 1000 + 1000 = — 1000

Para reducir a cero el residuo en a, damos a V, un incremento de — 250.
Después de esta operacién V, vale:

V. = 1000 — 250 = 750

Por efecto de la misma operacién el residuo en b, que valia 1000, pasa a

valer:

R, = 1000— 250 = 750,

¥ el residuo en c:

R, = 0— 250 = — 250

Todas estas operacicnes se hacen mentalmente y se van anotando sélo los

resultados.
En la figura 5, se da el resultado del proceso, junto con las curvas de nivel

de la superficie V.
Se pide caleular, por ejemplo, el valor mdximo de la tensién.

El médximo ocurre en el punto A de la figura 5y vale:
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Jad :

A

en que se entiende que la derivada ha de avaluarse en el punto A.

Go 1
= A AT A s V & Ve
Tmiéx 32000 2h —8Vyt4Va—V) (13)

: 1
R
16
Y. =0 V.-1218 V. =23

Resulta :

Tméx = 0,665 G (C)

Si en lugar de tratarse de un cuadrado de lado unitario, el lado tiene la
longitud 2a, el resultado serfa:

Tméx = 1,33 GOa (14)
El valor dado por Timoshenko (<Teorfa de la Elasticidad», pag. 295), es:
Tmix = 1,301 GO a

La diferencia es menor de 2%, y se debe en gran parte a que h es muy
grande. Haciendo el cédlculo con una red més fina (basta tupir el cuadriculado

1
en la zona que se desea), h = Y resulta:

Tmix = 1,338 GOa

y la diferencia es menor de 1%.
Los ejemplos anteriores se han elegido por su sencillez. No se trata de pro-

blemas en que se pueda sacar todo el partido al método de relajacién y no du-
damos que hay métodos més adecuados para resolverlos.

El método de relajacién encuentra su mejor campo de aplicacién cuando
las condiciones de borde son complicadas, como ser en ciertos problemas de aero-
dindmica, de hidrdulica o de la teorfa de la plasticidad, en que el borde mismo
es desconocido y forma parte del problema determinarlo. En estos casos, e Imé-
todo se hace casi indispensable.

Hasta ahora, que sepamos, el método no ha sido aplicado a cuestiones en
que intervenga la variable tiempo: transmisién del calor en régimen no perma-
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nente, oscilaciones transientes de medios continuos, etc. Las aplicaciones a pro-
blemas tridimensionales son ¢scasas; a este respecto, parece muy promisora la
combinacién del método de relajacién con el uso de «transforms>. El transform
permite eliminar una variable y reducir el problema tridimensional a la resolu-

cibn de varios problemas bidimensionales.

APENDICE

Exponemos a continuacién, como se pueden obtener las expresiones aprox-

3P 3P ;
imadas de las derivadas ——a & T que aparecen en las ecuaciones 5ay 5b.
x .

Supongamos una funeién y (x) que tiene los valores yo, ¥;, ¥> en los pun-
tos x =0, x =h, x = 2h, respectivamente. Podemos buscar un polinomio que
nos sirva para interpolar una funcién continua y derivable que tome los valores
Yo Y1, Y2 en los puntos mencionados. Es fécil verificar que:

1
= 2 h? [(X-h) (x—2h) yo —2x (x—2h) y, +x (x—-h)yz] (15)

cumple las exigencias.
Derivando la expresion anterior obtenemos:

dy
dx 2 2h?

De donde, se ohtienen los valores de la primera derivada para x = 0, x = h,
x=2Nh:

[(2x——3h) Yo—4 (x—h)y, 4+ (2x—h) Yz] (16)

dy 1 B
o = 2h Yo S szt )
dy 1

= e (17
dx {1 2h [yz y"} : )
< : 4y, + 3

= 0o —4y y
15 19 oh Yo . V2

La primera de estas expresiones es la que se ha utilizado al avaluar 7, ,

en la ecuacion (13) del texto.
Derivando una vez més se tiene:
d’y 1

dx? h’

[ Yo—2y, +sz (18)

Mediante un cambio de notacién, la ecuacién anterior da las expresiones
5a y 5b.



: ﬁﬂin insistir en que las expresiones obtenidas son sblo aproxima-
tanto més satisfactorias cuanto menor sea h.
‘ : ’e

ﬂompletummosesta exposicibn calculando la expresién aproximada de 350y
108, de acuerdo con la segunda ccuacién (17), (fig. 1):

.

3’ ad ad 5
axdy )0 ay ( dy /)3
: A
¥y por la misma razon:
a -
2h ‘—?—’) =4’."‘§d
ay: J1
A
21] ‘a—¢- =§b—Qc
0y-J3

2 oo 19)
h( Fera )0 =®,— b, + & — By (





