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Resumen.

e expone, mediante un ejemplo, In. aplicaci6n del metodo de outhweH a

la resolucion numerics de ecuacione con derivadas parciale .

EI metodo de «Relajaciou e un procedimiento de calculo numerico idea
do primitivamente para la resoluci6n de e tructura enrejada y que, posterior
mente, ha ido extendiendo su campo de aplicaci6n, zracias a Ia labor de South
well y de sus colaboradores, Hoy, cl metodo es de una ver atilidad extraordi
naria y u uso abarca de de la rcsoluci6n de ecuaciones algebraica: lineales,
hasta la de ecuaciones a derivadas parciales: de de la avaluaci6n de cargas crt

ticas de pandeo y de frecuencias naturales Eproblema ambos Iigados con el
calculc de eigenvalues), hasta Ia resoluci6n de cuestiones relacionadas con

ostados de tensione elasticos, pJa ticos y elastoplastico..
Este procedimiento de calculo ha mostrado ser especialmente adecuado para

tratar problemas con condiciones de borde complicadas.
En 10 que sigue expondremos el metodo, aplicandolo a dos problemas sen

cillos,

Ejemplo s» 1.

ea propuesto el si tema de ecuaeione :

FJ 3x + y- z + 4 0)
1<'2 X - 4y + z - 5

0,F3 x- y + 3z - 8 = 0,

(1)
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Comeneemos por formar 10 que Southwell llama «tabla de operaciones>.
Consiste �sta en una tabla. en que se anotan los incrementos de las funciones
F eorrespondientes a incrementos dados de las variables x, y, z. La tabla en

cuesti6n era:

Operacion AFJ I A Fz A F3
------------ ------

AX = 1 + 3 + 1 + 1

tly = 1 + 1 -4 -1

Az = 1 - 1 + 1 + 3

(2)

Ahora demos a x y z valores arbitrarios xo, Yo, Zo Y calculemos los valo
res correspondientes de FJ , Fl, F). Salvo casualidad, los valores de las funeio
nes F, no seran todos nulos; es decir, xo, Yo, Zo no satisfaran el sistema (1).
Los valores de las funciones F, que llamaremos residuos iniciales, seran una me

dida del error cometido al suponer que Xo, Yo, Zo es la soluci6n de (1). Pode
mos partir de esta soluci6n supuesta y oorregirla median te la tabla de opera
eiones (2): dames a x, y, z incrementos adecuados A x, A Y, A z y calculamo los
incrementos correspondientes de las funciones F; estos incrementos, sumados a

los residuos iniciales, daran nuevos residuo, que son los correspondientes a los
valores Xo + A x, Yo + A y, Zo + A Z de las variables x, y, z. Repitiendo las

operaciones se pueden obtener rcsiduos tan pequenos como se quiera. La olu
cion aproximada del sistema (1) sera:

X=Xo+�AXIY Yo + l:.6y

Z=Zo+2:AZ

(3)

Por ejemplo, tomemo. como valores iniciales

Xo = Yo Zo = 0

Los residuos inicialos seran + 4, - 5, - 8, re pectivamente. La. ope

raciones de correccion (0 de relajaoion, como dice Southwell) estan indicadas en

Ia tabla siguien te ;
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Operaei6n FI F2 Fl Observaciones
-- -- ---

4% 4y 4z +4 -5 -8 Residues iniciales

+3 -3 +3 +9 Incrementos (1)
�- ------

+ 1 -2 + 1 Residues (R)
- 0,5 - 0,5 + 2 + 0,5 I

�

+ 0,5 0 + 1,5 R
- 0,5 + 0,5 - 0,5 - 1,5 1
--

+ 1,0 - 0,5 ° R
- OJ 3 - 0,9 - 0,3 - 0,3 I

+ 0,1 � O,S/- - 0,3 R
- 0,2 - 0,2 + 0,8 + 0,2 I

- 0,1 0 - 0,1 R

+ 0,03 + 0,09/ + 0,03 + 0,03 I

- 0,27 - 0,7 + 2,5 - 0,07 R- 0,01
/
+ 0,03

La 8Oluci6n aproximada de (1) erii, de acuerdo con (3):

x = - 0,27

y = - 0,70

z = + 2,50

La soluci6n exaeta, obtenida por 10' metodos u uales, es:

s
X=- -- = - 0,26319

13
Y=-

19
= -0,684

48
z = +

19
= + 2,52
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El problema recien resuelto, pone de relieve la caracterfstica principal del
metodo : concentrar la atencion sobre los residues, no sobre las incognitas, y
mediante operaeiones adecuadas reducirlos a valores tan pequenos como sa

quiera,

FJjemplo N» 2.-CoDsideremos la ecuaci6n:

(4)

Se pide resolverla dentro de un dominio dado, conooida las condiciones de
borde.

o

1

,

Fig. 1

I h

Lo primero que haccrnos es cuadricular el dorninio, dividiendolo en cua

drados de lado h. La ecuaci6n (4) puede sustituirse por un sistema de €cuacio
nes lineales, en que las incognitas son 10 valores de <I> en 10 n udos del cuadri
culado. Esta sustituci6n se puede hacer utilizando las expresiones aproximadas
de las derivadasque figuran en la ecuacion (4), expresiones que se deducen en

el calculo de diferencias finitas:

(5a)

(5b)

El significado de los indices e til indicado en la figura 1.

La ecuaci6n (4) Be reduce, ntonces, a un sistema de ecuaciones Iineale

como la que igue:
2-Rev de Matem6tie&
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(6)

Para resolver este sistema, podemos proceder como tie indic6 en el e emplo
1: eomensamos por dar a 4> valores arbitrarios en eada uno de los nudes del

euadrieulado ; mediante (6) ealeulamos los residues R, y «relajamos> basta re

ducir estos residuos sensiblemente a cero.

La «tabla de operaciones> es fiicil dedueirla de la misma ecuacion (6): un

incremento � 4>0 = 1 trae apatejados incrementos:

(7)

La tabla podemos representarla esquematicamente por la siguiente figura
(fig. 2) 0 «esquema de relajacion>.

I

No es necesario escribir eI sistema de ecuaeiones (6) y resolverlo en la for
ma explicada, mediante una tabla de relajacion. Es mas comedo operar directa
mente en el mi-me cuadriculado.

EI ejempJo que tratamos a continuacion estli tornado de la teoria de la tor

sion de barras prismaticas, debida a Sa int-Venant, EI problema se resuelve in
troduciendo una funci6n de tensiones 4> que satisface la ecuaci6n (4), siendo F
una constante:

F = -2Ge (8)

en que G es el modulo de rigidez transversal del material de que esta hecha 130

barra, y 8 es eJ angulo de giro por unidad de largo de la pieza. Los ejes x e y
estan con tenidos en una secci6n transversal del prisma ; eJ eje z tiene la direc
cion del eje longitudinal. Las componentes de la tension son todas nulas, salvo
Tx 2 y Tyz que valen:
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iJtf>
T =--�z

iJy

atf>
T.=---
y- ax

(9)

Como sobre las caras laterales del prisma DO obran fucrzas exteriores, las
condiciones de borde se reducen a que tf> es constante a 10 largo del contorno
de la seecion transversal. No se pierde gmeralidad si se supone que este valor
constante es cero.

Trataremos eI caso de una barra de seccion transversal cuadrada de Iado

unitario, sometida a torsion simple. Para comodidad de los calculos hemos heche

Ge = 1 (10)

de modo que los valores obtenido para cI> ban de multiplicarse por G e. La
ecuaci6n 4 queda :

y la (6):

1
Hemo elegido, primeramente, h = - ; aparece aSI, en la ecuacion anterior,

8
1

la fracci6n -- ; por comodidad los valores de tf> Be han multipJicado pOI' 32000,
32

queda:

en que Vesta dado POl':

32000 <l> = G e v (11)

Posteriormente se afin6 la red, disminuyendo h a la mitad.

/
/

rig. 3
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Gracias a la simetrfa del problema, basta calculsr V dentro y sobre el

perfmetro del triaagulo sombresdo (figure 3). Partimos asignando a V valores
arbitrarios en carla uno de los nudos del cuadrieulado ; luego, mediante el esque
ma de relajaci6n de la figura 2, eorregimos estos valores hasta anular, 0 casi

anuIar, los residues, upongsmos, por ejemplo, que se supone' de partida
V = 1000 en todos los nudos interiores, Anotamos estos valores a Is. izquierda

D
__-------O__--------0r-------�--------

750
1000

del nudo. Ala derecha anotamos los residuos correspondientes. Por ejemplo, en
el nudo a, el residuo e :

R. == 1000 + 0 + 0 + 1000 - 4 . 1000 + 1000 == - 1000

Para reducir a cero cl residuo en a, damos a Vo un incremento de - 250.

Despues de esta operaci6n Va vale:

v. = 1000-250 == 750

Por efeeto de Ia mi ma operaci6n (I residuo en b, que valfa 1000, pasa a

valer :

R, = 1000- 250 = 750,

y el residue en c:

R, == 0-250 == -250

Toda esta operaciones se hacen mentalmente y se van anotando 0010 108
resultados.

En Ia figura 5, se da el resultado del proceso, junto con las curvas de nivel
de Ia superficie V.

Fe pide calcular, por ejemplo, eI valor maximo de Is tensi6n.
EI maximo ocurre en el punto A de la figura 5 y vale:
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Tmh =
ail»

ay
(12)

en que se entiende que Ia derivada ha de avaluarse en el punto A.

Tm4J< =
G8

32000

1

2h
(13)

h=
1

16

VB = 1218,

Resulta:

Tm6, = 0,665 G 8

Si en lugar de tratarse de un cuadrado de lado unitario, el lade tiene la

longitud 2 a, el resultado seria :

Tmax = 1,33 G 8a (14)

EI valor dado por Timoshenko ("Teoria de Ia Elasticidad>, pag. 295), es:

Tmb = 1,351G8a

La diferencia es menor de 2%, y se debe en gran parte a que h es muy

grande. Haciendo el calculo con una red mas fina (basta tupir el cuadrieulado
1

en la zona que se desea) , h =

32 ' resulta:

Tm4x = 1,338 GSa

y Ia diferencia es menor de 1%.
Los ejemplos anteriores se han elegido por su sencillez. No se trata de pro

blemas en que se nueda sacar todo el partido al rnetodo de relajaci6n y no du
dames que hay metodos mas adecuados para resolverlos.

EI metodo de relajaci6n encuentra au major campo de aplicaci6n cuando
las condiciones de borde son complicadas, como ser en ciertos problemas de aero

dinamica, de hidraulica 0 de la teorla de la plasticidad, en que el borde mismo

es desconocido y forma parte del problema determinarlo. En estos caso , e lme

todo se hace casi indispensable.
Hasta ahora, que sepamos, el metodo no ha sido aplicado a cuestiones en

que intervenga la variable tiempo : tran misi6n del calor en regimen no perms-



['9.5
0 0 0 0 0 0 0 0 0

y

0 39*
(0..,

0 663
2_0

0

0 %

0 31111

0 2112 3B62

0

j j

0 1, f8 ;>. 2 fJ I 3'::1C> 4-4ft. IH;)o2 4bb"
A P C

).

T o tl � oJ,.., .)� V"YA 8 A R � A CoJADRAD4

A �O".: s ])E MI.."",7 p .. ,C.ADoj PO'" 32000



RBVISTA DE MATEMATICAS

(16)

nente, oseilaciones trsnsientes de medios continuos, etc. Las aplicaciones a pro
blemas tridimensionales son cscasas: a este respecto, parece muy promisora la
combinaci6n del metodo de relajacion con el uso de «transforms . EI transform

permite eliminar una variable y reducir el problema tridimensional a In resolu
ei6n de varies problemas bidimensionales.

APENDICE

Exponemos a continuaci6n, como se pueden obtencr las expresiones aprox-
a2 <I> a2 <I>

imada de las derivadas --2-' --2- que apareeen en las ecuaciones 5 a y 5 b.
ax ay

Supongamos una funci6n y (x) que tiene los valores Yo, y" Y2 en los pun
tos x = 0, x = h, x = 2h, respeetivamente. Podemos buscar un polinomio que
nos sirva para interpolar una funcion continua y derivable que tome los valores

Yo, Y I, yz en los puntos mencionados. Es facil vcrifiear que:

y = 2�2 [(X-h)(X-2b)YO-2X(X-2h)YI+X (X-h)Yz] (15)

De donde, se obtienen 10 valores de la prirnera dHivada para x = 0, x = h,
x = 2h:

cumple las exigencias.
Derivando la expresion anterior obtenemos:

d y 1

[ ]--;;
=

2h2 (2x-3h) Yo -4 (x-h) Yl + (2x-h) s,

(17)

1
La primera de esta expre ionei es la que 8(> ha utilizado al avaluar TmWe'

en la ecuacion (13) del texto.
Derivan do una vez mas se tienr-:

(18)

Mediante un cambio de notacion , In ecuacion anterior da las expresiones
5a y 5 b.
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No hace falta insi tir en que las expre iones obtenidas son s6Io aproxima
ciones, tanto mas satisfactoria cuanto rnenor sea h.

{)2�
Completaremos esta exposicion calculando la expresi6n aproximada de--

{)x{)y
Tenemos, de acuerdo con la segunda r cuacion (17), (fig. 1):

( ()2�
2h -

axay )0 - a�) (0<1»oy 1 oy 3

y por la misma razon :

2 h (�) = <l>b - cf>c
oy 3

Luego :




