Una aPIicacién del transform de Laplace

Pror. DGo. ALMENDRAS

1.—Se llama transform de Laplace de una funcién f(x) a la integral

)
/ & f(x) dx enque s es una variable real o compleja.

En un extenso campo de aplicaciones del opersdor anterior basta conside-
rar s real y positivo.

Las condiciones de convergencia de la integral se estudian en cada caso par-
ticular o bien se pueden considerar ciertos tipos de funciones en que la conver-

gencia esti asegurada.

La téecnica empleada en la resolucién de problemas es la de todos los ope-
radores, es decir, la de obtener los transform dadas las funciones y reciproca-
mente.

La formacién de tablas de transfom, permite la determinacién de las funcio-

nes respectivas o bien hay que decidirse por la resolucién de una ecuacién inte-

gral de la forma:
> o]

/ e_sxf(x)dx = o (s)

en que la incognita es f (x).
Entre los transform méis usados en los problemas de vibraciones y de con-

duccién del calor en régimen variable tenemos los siguientes:
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2. —Aplicacién del transform de Laplace a la ecuacién de Bessel.—La ecua-
cibn de Bessel x’ D’ y+ xDy + (x*—n?) y =0 se reduce a la forma simple

(XZD1'+(I—2D)DI+XI=O
XD'Z +(1- aMYDZ 4+ xXZ =0 -

mediante la sustitucién x"y = z. Tomando L con n > 0y z(0) = 0 se tiene:
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1L.—Lx"J,(x) = ,n“ - La constante C que fi-

gura en la integracién se ha hecho igual a

’_oo
—~x n—1

Para utilizar la relacién (1) recordemos que I'(n) = j e x dx cuya
o
convergencia se puede establecer para n > 0, determinemos:
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De modo que: T A g T gt /
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La relacién (1) se puede poner en la forma:
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Aplicando la relacién (ii), tenemos:

TFan+ 1) 2n—1 2n— 1

2 Lx"J,(x) = @In+1) [P(Zn:-l )]‘_Leix x’—'i'- Le~!*x 3

Por el teorema de «Composiciébn de Borel», podemos poner:
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r2n+1) : (x—u)" u” ' * 2% gy

2’T(n+1) [I"("z—l)]z o Julx—u)

Poniendo u = x sen’—;— y tomando s6lo la parte real, obtenemos:

(3) 3 Jn (x) =

r@2n+1 x
(4) Jn (X) 2’"P(n+1) [r(2n+|)]/ Bell (’COB(X 006‘0) de

La parte imaginaria de la mtegral (3) es nula. En efecto:

{ sen? ¢sen\xeos¢)d¢/ un”¢m(xcm¢)+/ sen?” g gen (x ccsg) de

s

Haciendo el cambio de variable ¢ = # — ¢ la segunda integral =e reduce a:

- %/s
— / sen” ¢ sen (x cos ¢¥) d¢ y

%

luego: j sen’” g sen (x ecosy) de =0

/
El coeficiente constante que figura en (4) se puede simplificar aplicando las
identidades:
r(d) = rp) i ¥ £y = L) me

Finalmente se tiene:

X" L
(5) Jn(x) = 2nr(_;_) r( oy )]Csen’"sacos (x eos ¢) dg

Este resultado fué encontrado por Poisson y més tarde Lommel establecié
su generalidad como solucién de la ecuacién de Bessel.
Para n = 0, tenemos:

™~
1
J, () =7f cos (x cos ¢) de

Pare el estudio de los ceros de J, (x), partiendo de la férmula (5) puede
consultarse: «Theory of Bessel Functions», Watson.
Ejercicios: Fstablecer mediante el uso del transform los siguientes resultados:
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3— oy FJas1 = Jn

4.—Desarroller J, (x) en serie potencial.





