
PRO�. DGo. ALMENDBA

Una apl.icacion del transform de Laplace
1.- e llama transform de Laplace de uno. funci6n f(x) a Is integral

00

1 ('
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f(x) dx en que s e una variable real 0 compleja.

En un extenso campo de aplicaciones del operrdor anterior basta con ide­
rar s real y po itivo.

La condiciones de convergencia de 10. integral e estudian en cada caso par­
ticular 0 bien se pueden con iderar cierto. tipos de funciones en que 10. COD\'er­

gencia esta asegurada.
La tecnica empleada en 10. re .olucion de problemas es la de todo los ope­

radore ,es decir, Ia de obtener 10 tran form dada la funciones y reciproca­
mente.

La formaci6n de tablas de transfom, permite 18 determinaci6n de las funcio­
nes reo pectivas 0 bien hay que decidirse por 10. re r:olucion de una ecuaci6n inte­

gral de la forma;

J.�-" f(x)dx � .(s)

en que la incognita e f (x).
Entre los transform mas usados en 10& problemas de vibraciones y de con­

ducci6n del calor en regimen variable tenemos 10 . iguientes:
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2.-AplicaciOn dd transform de lAplace (J 14 tcWJCi6n de BuBd.-La eeua­

ci6n de Bessel XZ Dl y+ xDy + (Xl - 02) Y = 0 Be reduce & 1& forma simple

x2 Dl Z + (1 - 2 n) D 1 + X 1 = 0
J( b''Z, ""'" (1- �")DZ -I- x,.: "0

mediante la austituci6n x" y =0 I. Tomando L con D> 0 Y Z (0) "" 0 Be tiene:

1.-L y!' In (x)
r (2 D + 1) 1

2D r (n + 1) -(8-="z-+-I)-2""-n-+"""""-'
. La constante C que ti­

l

I r (2n + 1)
gura en Is. integraci6n sa ha. hecho igusl a 'r r (n + 1)

00

Para utilizer Ia relacion (1) recordemos que reo) = fa e-X :
-I

dx cuya

convergencia se puede estableeer para n > 0, determinemos:

00

.) L ( n - 1\ (- $ � "-, d1 X L= e x X=

'" a

r (0)

ii) L (e-·

00

Xn-I) = r e-(.+ )xx"-'dx= r(n)

J a (a + t

De modo que:
r (D) =e-aKxn-J I
(a+st

La relaei6n (1) se puede poner en la forma:

L xn In (x)
r (2 n + 1)
2n r (n + 1) (s + i)

1 1
2D + I

•

-2-
2n + I

(8 - i) -2'---

r(2n+l). 2r (2 n + 1) r (
2 nt 1

)
=

2n r (0 + 1) [r ( Z n2+ I

)r' (s + i) _2n-i-'

Aplicando la relaeion (i i), tencmos:

f(2n+1) 2"-1 2n-'

(2) LxnJn(x) = (2"J'n+l) [r(2nz+I)]2'Le,xx-Z-Le-iXx -2-

Por el teorema de 4Comp08ici6n de Borel», podemos poner:

2n-' 2n-1

(x-u)-z- e-1u u--z
-

du



UNA APLlCACION DEL TRANSPORM DE LA.PLACE 13

r (2 n + 1) fX (x-u)n un e' (1l-2u) du
(3) x" In (x) =

2" r (n + 1) [r ( 2 n - I

) ]2 V2 0 u (X - u)

Poniendo u = X sen2; y tomando s610 la parte real, obtenemos:

r(2n+1) X'" f1r(4:) In (x) = 2Jnr (n + 1) [r ( 2nt )]2 0

senzn fP cos (x cos tp) d e

La parte imaginaria de Is. integral (3) es nula. En efecto:

('E Ben2n fP BeD �:ot COli tp) d.p-:2senln tp sen (x cos fP) +J"lt sen2n tp sen (x C(;S f) <.Itp
.10 0

'X/2
Haciendo el cambio de variable rp = 11' - if; la segunda integral se reduce a:

luego: j.1I:o senln rp sen (x cos T{J) d � = 0

I

EI coeficiente eonstante que figura en (4) se puede simplificar aplicando las

identidades:
i r ( !) = r (-} ) ; i r ( 3/2) = r e/2 ) ;etc.

Finalmente se tiene:

(5) J" (x) �

2" r (�) r(¥) r:'n'"? cos (x co, .) d.

Este resultado fue encontrado por Poisson y mas tarde Lommel estsblecio
su generalidad como soluci6n de la ecuaci6n de Bessel.

Para n = 0, tenemos:
'It

Jo (x) = �f cos (x co' q;) d tp
1r 0

Pars el estudio de 10 ceros de In (x), partiendo tie Ill. Iormula (5) puede
consultarse: «Theory of Bessel Functions», Wat"on.

Ejercicios: Establecer mediante el uso del transform los siguientes re ultados:

l.� � (xn .In) x" Jr._I
dx

2.-
d

nJ-- (x . n)
dx

-xnJ -n+ I

2n
3·-Jn-1 +In+1 =--In

x

4.-Desarrollilr Jo (x) en serie potencial.




