El 'Transform de Laplace

Jaime MicHELOW

Los métodos operacionales han sido aplicados en el Anilisis por matemé-
ticos como Leibniz, Lagrange, Cauchy, Laplace, Boole, Riemann, etc. Pero su
uso sistematico en Fisica y en la solucién de problemas técnicos se ha debido
" casi exclusivamente a la labor del fisico inglés Oliver Heaviside (1850-1925). Su
obra permaneci6é ignorada por sus contempordireos debido principalmente a la
falta de rigor matemético de su trabajo.

El tratamiento moderno del cileulo operacional, requiere una base rigurosa,
la que es proporcionada por el Transform de Laplace, como Heaviside mismo
lo sefial6.

El transform de una funcién puede ser definido en dos formas muy ligera-
mente diferentes, usaremos la adoptada por autores como Carslaw, Churchill y
Doetsch.

DEFINICIONES.

Si se tiene una funciéon f(x) se llama transform y se designa por L f(x) la
siguiente integral definida:

-

1) Lf(x)= e ft(x)dx

o

en que s es un ntmero real positivo que se elige de modo que la integral sea con-
vergente (*).

El transform de una funcién f(x) es una funcién del pardmetro s. Esta fun-
cién es tnica.

2) Li(x) = ¢(s)

El operador L hace corresponder a una funcién f(x) otra funcién ¢(s). Se
define entonces el operador 'L ' llamado antitransform, transform inverso o
transform menos uno, tal que:

" —En partes mds avanzadas de la teorfa s puede ser complejo. Nétese también que f(x)
86lo necesita estar definida para X > 0.
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3) L7'(s) = f(x) osea 4) L' [Li(x)] = f(x)

Este operador L' define una funci6én tnica (continua); lo que se despren-

de del Teorema del Lerch, el que enunciaremos sin demostracién:
«Si dos funciones continuas tienen el mismo transform ellas deben ser idén-

ticas>. O sea, si encontramos el L™ de ¢(s) y esta funci6n es continua, esta

es la Gnica funcién continua cuyo transform es ¢(s).
Se presentan dos clases de problemas: dada una funcién f(x) calcular Lf(x),

y dado Lf(x) encontrar la funcién f(x) que lo origind.

CALCULO DE ALGUNOS TRANSFORM.

«©

8i a=C; L(a)= € TAdx =g, —1— en particular L (0) =0, L(1) =—

/ i "‘dx—f P oo i

luego tenemos las férmulas correspondientes:

L'0)=0 L_'(:l)=1 L-'(S_La)qux

PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

5) L[f(x) + ¢(x)] /“"‘[f(‘f)+¢(X)]dX '/‘—"‘f(X) dx +f‘"‘ (x) dx =

.= Lf(x) + Le(x)

Transform de una suma es igual a la suma de los transform.

6) Llaf(x)] =/e_""a fx)dx=aLf(x) a=C'

Transform del producto de una constante por una funcién es igual al producto
de la constante por el transform de la funeidn.

7) L'[L1(x) + Le(x)] =L~'{ L[f(x) +¢(x)]}=f(x)+xp(x) =L7'[Lfx)]+L " [L(p)]
Antitransform de una suma es igual a la suma de los antitransform.
8) L'[ALf(x)] = L7'[LM(x)] = M(x) = AL™'[L{(x)]

Antitransform de una funcién por una constante es igual al preducto de la

constante por el antitransform de la funecion.
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| (Se puede decir que L y L' son permeables a las constantes)
EJEMPLOS.

ow
S iLisen x = / e ™ sen x dx integrando por partes dos veces, tenemos:
i) °

L sen x =
8+ 1
i 1 s’ +s+1
ii) L (senx+ 1)=Lsenx + LI=—; —_— —
s’ +1 8 s(s°+1)
3841 7 4
L —-l[_ e }_: 7 2.\_ X
s ((s 1) (s-2) T e
EJERCICIOS.
Demostrar que:
Ak k
Iy— L@ kx= Tyt V/&— Lsenh kx=?_—k2~
W 1ok : | e
/ cos kx = g cos o GAY S SRy
1 58 + 3
ans 7 —1 - :
o L(x) = ’ ViIl/&— L [Sz+ . J= 5 cos X + 3 sen x
IV L 7=y ]/ vime 1 (=2 ) ¥ NG
&R sz+6 —',Gbcn;‘(}x

TEOREMAS IMPORTANTES.

® pw

9) L[e"‘f(x)] = & end(x)dx ='/e*“’—“”‘f(x)dx =p(s-a) si Lf(x) = ¢(s)

o

siendo s — 3, > 0.

El transform del producto de una funcién por e™ se obtiene reemplazando,
en el transform de la funcidén, s yor s—a.

10) Li(x)= / e Xf(x)dx= ¢(s) derivando respecto a s

p'(s)= —/ e~xf(x)dx =—L|[xf(x)] :
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* 0 \

@"(s)= -/ e x’f(x)dx = L[x*(x)]

lego  L[x'f(x)]= (—1)"()
El transform del producto de una funcién por x es igual a a la derivada
del transform de la funcién respecto a s con signo opuesto, siempre que la fun-

ci6n sea continua y
lim f(x)

=0 (*)
. (
EJERCICIOS.
Demostrar que:
X L") = — S
e xsen K= ———
( ) Sn+. (S2+ kZ)l
k’—¢’ X n! s

XI—Lxcos kx= ———-— XIv—Lx"e = ——m de 9, 5,

(s°+k?) (s—a)”

k : 5—a
XIII#—Le"sen kx= ————— XIVE-Le™ cos kx="—"7——
: (s—a)"+k (s—a)?+k
2
" o P osued o e Moo ive
s(s+a)
11) Ln’=/ € “n'dx= [7e "l +s / e ndx
o (] J O
ne|=—n 8 limlsx= o luego L#'=sLy—n,
o x— ® €
Luego Ln”=sLp—sn,—n’, y
In"=6"Ly —8" 'y, — & ', — & n,—.. .. .. —p,0 !

Como se demuestra inmediatamente por inducciébn matemética.

lim 7"
Si la funcién 7(x) y sus n derivadas son continuas y X0 g% = 0 k=(L2. n)

el transform de la derivada enésima estd dado por la formula anterior (**).

(*) El teorema no se demostrard aqui en forma rigurosa. Nétese ademds que la condicién

de continuidad de la funcién es restrictiva.
(**) Aqui también Ja condicién de continuidad es restrictiva.
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¥
¥

~ EJERCICIOS.

XVI.—Demostrar ej. I y II con teorema 11)
XVII.— » » IIL » » 10)
XVIIL.— » Ny VE » » 11)

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.

Ejemplos:
N
' . — 6ty A B
¥ i) y"—6y’+8y=0 aplicando L v — (};_2)}(’ _Z’) P + o
Ly”—6Ly’+8Ly =L(0) =o & . 8
§’Ly—syo—y'36sLy+6y.+8Ly =0

aplicando L'

Ly(s>—68+8) =syo—6yo+y'o L B
s =y £0
luego: y=Ae™*+ Be*™ es la solucion de la ecuacion.
it) y" —6y'+9y =" i) y'4y =x"%
Ly”— 6Ly’ +9Ly = Le* Ly’ +Ly=Lx%*
a B Y 2 Yo
Ly=——+—+ e R
e (-1 &3 XTI
y___703x+ﬁe4xalxe3x 1 £ 3 4
S y= ?x e - yoe

- La ventaja de este método es la relacién inmediata entre las constantes de
integracién y las condiciones iniciales. Con este método se juede desarrollar f4-
cilmente toda la teoria de estas ecuaciones.

EJERCICIOS.

XIX¢&Resolver. y”+K’y=0 Sol. y=A cosKx + B senKx
XX¢— » y'—y'—6y=2,y0=1 y’s=0 Sol. y=—1/348e’*/15+4e>*/5
XXI.— » el siguiente sistema:
y'(t) —2”(t) + 2'(t) —y(t)=e—2 | Sol:
2y”(t) —z"(t) — 2y'(t) +a(t) = —t ’ y(t)=1—e'+ te
y(0) =0 y'(0)=0 2z(0)=02"(0)=0| z(t)=—1t+ te’

12) ANTITRANSFORM DE UN PRODUCTO. TEOREMA DE BOREL.
El problema que se nos presenta es: dado

ei(s) = Ly (x) R L I = F(:
0,(8) = Liy(x) Determinai @1(3) " ¢:(s) (x)

1 o0
¢,I(E,)==f e fi(x)dx w.(s)‘¢z(s)=/ e fi(x)dx- [e_syfz(y)dy

J o o



#®) o= tim [

o PR G

—s(x+y) f
&am[f MﬂMNNy

luego la doble integral sobre CBADEF y A
~ FED se apulan si a— o, por lo tanto

vV A : .
K £

-  2a.

. £ 8
J .
P & A :
‘ 5 e
g a—w a-->
ODEF ODF

El campo de integracién serd el AODF. x>0 y>0 O<x+y<2i

28 — @
ODF.

¢1(8) *¢(8) = lim f ¢ e ®IVf (x) £, (y)dx dy ‘

haciendo un cambio de variables:

x+y=u X=u—v v>0 u< 2a
y=v u>0 v<u

Iq region de integracién ba quedado transformada en:

ax ax
du adv R =l

y dudy = dudv= dudyv.
gy - dy 0. 1

du av




EL TRANSFORM DE LAPLACE

vy

°

L

21(8) " ¢y(s)= lim // e “fi(u—v)- fy(v) du dv
2a— oo OAB

-:—=/ e“s“du/ f,(u—v)'fz(v)dv=Lf fi(u—v) fy(v) dv

*x

entonces:

1,—'¢,(s)-¢2(s)=j f,(x—v) f,(v) dv

o

lo que constituye el teorema de Eorel.

EJEMPLO.
Resolver la ecuacion :
1 -
g or 12) Ly=—=——— + 35— Ly;
y:—.senx-\‘-y/ sen (x—t) dt P ) Ly g24+1 " +1 v
Jo L _}_
) = 8

y=sen x-+ / y sen (x—t)dt aplicando L

o O

aplicando L™' y=x
que es una solucién de la ecua-

Ly= Lsenx-!—L/ ysen (x —t) dt ci6n.

o

EJERCICIOS.
1

XXII.—Demostrar que L' m = ]—cos x con teorema 12).

/xf(v)(x—v)"*'dv

1
Sl » voo o [i(x)d"x = -
XXXIII. flf.. . fiydx= —— T
(n)
EJEMPLOS VARIOS.
i) Resolver Ay”+ By’+ Cy= f(x) aplicando L
ALy —sy,—y’, ) +B(sLy — ¥,) +CLy = Lf(x)

s'Ly—sy,—v’
Ly(As’+Bs+C) = Lf(x)+Asy, + Ay’ + By, = Lf(x) +as+8
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5 Lf(x) as + 8

Y A+Bs+C ' A+ Bs+C
Lo BLI® QLI u o
i s+a s+b s+a * s+b

\

Incluso f(x) ruede ser una funcién empirica dada'numéricamente por osci-
logramas, en cuyo caso la integral se puede efectuar numéricamente.

Avaluar la integral definida:

i) It = f s”; B 56~ Loilanids T,

LIt)=[ e df/sen X ix =[-d—x—/ e “‘sentx dt =f-(-j—iL sen xt
X X ¥

,/ dx X dx _]_

3 R #+x2 "~ s

aplicando L™ It) = %

XQ

arc tg "s—‘ nd

O

2

1
8

o

EJERCICIOS.

o

XXIVy¥—Calcular la integral I(t) = / ot dxes g

ST Sl

o

RV v /"fe“‘fdxzre—“
a'+x

—0





