
Desarrollo de Taylor y L�urent
Los OPERADORES p-I Y F (p) DE HEAVI8IDE

Para la explicaeion de los metodos operacionales de Heaviside, Van der Pol

Carson, etc., es necesario conocer los dessrrollos de Taylor y Laurent de una

funci6n f (z), siendo z = x + yi. Aunque estas materias se incluyen en nuestros

cursos, no se puede hacer de elias una practice intensiva por falta de tiempo y

por este motive daremos aqul un tratamiento abreviado de 10 indispensable.
para comprender algunas f6rmulas que son de uso corriente.

I. Desarrollo de Taylor.- Si Ia funci6n f (z) es bolomorfa .en Ia parte S
del plano, encerrada por una eurva C, de Jordan, sabemos que:

1 f f (z) dz
(1) I (zo) = --. , siendo Zo un punto de S.

211'1 z-zo
C+

Si a es otro punto de S y de modo que el cfrculo de centro a y radio

I Zo - a I quede en el interior de la regi6n S, tendremos que I Zo - a I Liz - a,
siendo z un punto de Ia curva C. Entonces (1) se puede poner en la forma:

f (z) d z

(z-a) [1- zo-a]z-a

Como f _%_o_-_a_/ L 1, se puede desarrollar en una serie convergente Ia fracci6n
z -a

1
. En efecto:

1-
zo-a

z -a

1
=1+

1-
%o-a

Z -a

zo-a (zo-a )2 ( %o-a )"-1---+ + .... + +
z -a z -a z -a

+
z- a

(zo-a)n y, evidentemente, el resto r, =
z-a

Z-Zo • -a Z-Zo (
zo-a )"II -a
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tiende a cero si n tiende a 0() • Luego :

f(zo) = _1_.1 f (z) dz
+

1)0 �
a 1 / (z) d� + .... +

211"1 z-a 211"1 z-a)
c+ c+

+
(zo -a) n- 1

1 f (z) dz (Zo - a)n 1 f (z)
2

.

()n
+ . ds

11"1 z-a 211"1 (Z-Zo) (z-a)n
c+ c+

Sabemos que: _1_.1 f (z) dz
= f (a)

211"1 z-a

c+

_1-1 f (z) dz
= r (a)

211"i (z- 80)2
c+

�J f (z) dz
= f(P)(a)

211" i (z - a)P+ 1

c+

entonces el desarrollo anterior se puede poner en 180 forma:

f' (a) f" (a) 1f (zo) = f (a) + (s, - a) + r (a, - a) + ...

1 2.
(n-1)
f (a) n _ 1 (zo - at f f (z) dz

... + (a, - a) +. )n(n -1)1 211" 1 (z - zo) (z - a

c+

Si n -4 0() se puede probar que el m6dulo del Ultimo termino tiende a ce­

roo En efecto, sea:

(zo-a)" 1 f (z) dz
Rn=----

211"i (Z-Zo) (z-a)n
c+

Izo-al es una cantidad fija y Iz-al > Izo-al, es decir:

r zo-a I L.pL. 1
z -a

y I zo-a In L. pn
z -a

pnHL
Luego: I R" I L. ----

211"lz-zol
siendo : I f (z) I L.H y f I dz I = L, largo

c+
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de la eurva C y como fio es punto de la regi6n S sera. 11- 10 1 > h, luego,

I R" I L pn H L
. y lim a, = 0, y, en consecuencia tendremos, finalmente:

21rh n-oo

I' (a) f"(a) f(n) (a)
f(zo) - f(a) + -l-(zo -8) +-2-!� (zo __0,)2 + .... +

n 1
(zo -a)"+ ....

Ests. es Is. formula de Taylor.

Desarrollo de Laurent.

Si la funci6n f (z) cs holomorfa en la corona limitada por dos circunferen­
cias de centro a, y Zo es un punto de dicha corona, entonces f (zo) se puede
expresar como suma de dos series potenciales, una en zo - a. y la otra en

1

f (z) dz =J-f(_z)_d_z _

Z-Zo (z-a)[l-�]
C + z- a
2

f f(z)dz f f(z)dz f f(z)dz
= --- +(zo -a) + .... +(zJ -a)n + ....

z-a (z-a)' (z-a)n+1
Cz+ C2+ 02+

zo-a

En efecto, f (zo) 2�i J :�z�z - 2�i J fz��:
C2+ CJ+

Si z es de C2, se tiene 1 z - a 1 � 1 zo - a 1

y si z es de C1, se tiene 1 z - a I L I Zo - a I

Luego:

y analogamente :

b)j f (z) dz = _ -I-ff (z) dz -
1 If(Z - a) fez) dz - ....

z-z" zo-a (zo-a)
ct C1+ C1+

1

j (z_a)n-J fez) dz- ....
(s, _a)n

C1+
reemplazando a) y b) en Is. expresi6n de f (z), tenemos:

3) {(zo) = Ao + AJ (zo-a) + Al (zo-a)l .... + An (zo-a)"+ ....

BJ s, s,
+---+ z + ...... + + ......

Zo- a (zo-a) (zo-a)n



DBSARROLW DB TAYWR Y LAURIINT 1

-l-f fez) dz
211"i z-a

C1+
1 J f (z) dz

211"i (z-a)"+l
C/

-1.-1 (21 - ar
- I f (s) dz

217' 1

C1+
El segundo miembro de (3) se llama desarrollo de Laurent de f (zo).
Un caso especial de desarrollo de Laurent de f (z) es aquel en que es­

ta funci6n es holomorfa en el infinito y, entonces 1 f (z) 1 L M para 1 z 1 L p y

1 An 1 L 2� . �:+� ; R � p

Siendo: Ao=

I

M
o 1 An 1 L

R"
y como sa puede hacer R" tan grande como sa quiera,

sera An = O. Para a = 0 el desarrollo (3) se reduce a:

n, B2 s,f (z) = Ao +-- + -2- + -- + siendo z cualquier
z z zn

punto exterior a una circunferencia de cualquier radio y de centro en el origen.

III.-Integrales de Bromwich y Carson.

Supongamos una. funci6n holomorfa en el in fin ito :

n, a, ]3n
(4) F (z) = Ao + - + - + + -n + , siendo:

z; z

1 r A -_ _1_. f F (z) dz
(5) B, = --. zn-l F(z) dz .no

211"1 211"1 Z

C+ C+

La sene (4) sera convergente si 1 z 1 � R, de modo que si 1 Z 12:: p � R sera

1 n, 1 L _1_ pn
- 1 M . 21f P Y 1 F (z) 1 L M.

217'

(6)

Consideremos ahora Ia funci6n:

B1x Bzx1
(7) f (x) = Ao+ -1'-+ 2! + + + .



1
00 nl
e- tx t" dt = ____,

x"+lo

; X> 0
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casociada» de la funci6n F (z). Esta funci6n ea una aerie enters. uniformemente

convergente para todo X, ya que:

I En x" IL M p" I X I"
n! n!

y IAoILM

y

00

I f (X) I L M + M 2:
"- I

p" I X I"
nr

I f (X) I LM eP I X I

Reemplazando E" y Ao en (7) se tiene:

1 X 1 F(z) (z x)"
dzf (x) = --

211"i n-o z·n!
C+

= -1-1 F(z) X (zx)"
dz

211"i z
n-o

n l
c+

1 r e%X F (z)
f (x) = --. dz

211"1 Z
.

c+

Esta eS Ia integral de Bromwich.

(8)

Recordando qua n r = 1000 e-t t" dt se tiene :

Luego:
s, 1

00 En t"
-� = X e-tx -- dt
x" 0 n 1

y haciendo la sumatoria de n = 0 a 00 I resulta:

(9) F (x) = x 1000e-tx f (t) dt (CARBON).

Las integrales (8) y (9) permiten resolver los problemas: dada la funci6n
F (x)
--, encontrar f (x), tal es el problema de la inversi6n de la integral y,

x

dada f (x), eneontrar F (x).
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La integral que figura en el 2.° miembro de (9) es el transform de Laplace
de la funci6n f (t), de modo que Ia f6rmula (8) permite calcular esta fun cion,
conocido su transform.

a) Sea L f (x) = _1_ =JoOO e-ox f (x) dx
s-a

entonces:
F (z) 1

z z-a

F (z) =

z

z-a

Utilizando la f6rmula (8) resulta:

1

J e%Xdz
f (x) =--

211"i z-a

c+
eZX

EI problema se limita al calculo de Res (a) de_- y tenemos:
z-a

Res (a) lim e:tx = eOx = f(x)
z _0

b) Si L f (x) =
1

Rl +S2

F (z) 1
=

k2 + Z2Z

F (z) =
Z

k2 + Z2

que tiene los polos z. = k i ; Z2 = - k i , La integral (8) nos da:

f (x) =

lim
e%X
--- + lim
z + ki :t_-kl% -ki z-ki

2 k i

1
f(x) = - sen kx

k



1

(XHeaviside utiliza la notacion ;
- I

g (x) = - g (x) -

p -. 0

cual aplicado reiteradamente ccndure a In formula de Cauchy,

g (t) dt, el
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rv.-Operador p-J Y F(p) de Heauiside.

1 (X11. -n g (x) =

P .1 0

(x_t)n-I get)
dt

(n -I)!

Si g (x) = 1 se tiene:

1
-

g (x)
pn ('

•
0

(x-tt -1 dt

(n-I) !

x"

n!

De (11) se deduce, iendo I!!: (t) I acotada e integrable:

12. I :n g (x) I < .s WI <),11 en(D,)

Con resj-ecto al operador F (p I tenemos el iguiente teorema :

F (p) tin; un sentidi SI F (z) es holomorfa O} el injinito y ! g (x) I es aco­

tada c intcqrab!e en (O,;C)'I.
Dm.- Si f (z) es holomorfa en e1 infinite, tenemos:

a, B2 s,F (z) = Ao + -- + -,- + +-n- y Ia aplicscion2 z' z

B
del operador F (p) a la funci6n g (x) implies Ia del -;- , 10 que da:

p

13.
a, (X (x-t)n-rg(t)
-g(x) = B; dt
pn

• 0 (n - 1) !

/ B� g(x) I < M pn Mr
p I

I x In

_- (Formulas 6 y 12).
nl

De modo que: IF (p) g (x) I < M M 1 eP J "I, 10 que signifies que F(p) g(x)
tiene un sentido.

Para tener un signif cado preriso de F (p) g (x), consideramos Ia funei6n
asociada de F (z) :

B I X B2 x2 B, x'' .

14. f (x) = Ao +
1

+ -2-'- +.... . + --;;r +
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Entonees en (13), hr cndo 1 umatoria con re pecto a n, sc tiene :

.x

lIt
00

( F (z) [ (x - t) z J"
- 1

]F(p) g(x) = Aog(x) + -- � ------- dz get) dt
• o 2 To' i I. (n - 1) !

c+

Au g (x -;- I .�·t l
( F z

( F (z (, - tJ = dz ] dt
c+

La integral
2 ir I

p
X t Z dz e obtiene de la f6rmula 8, deri-

C'

vando con respecto z . y r «-uplazando por x - t, por con iguiente:

.x

F(p)g(x)= g' + I f'(x-t) g(t) dt
•

0

De (14) tenemos ..\0 = f (0 , y finalmente:

15. F (p) g (x) = f (0 g x f' (x t) g (t) dt
•

0

.,

D
. P 2x

Veamos una aplicacion : etermmar -1-- e

+p

La funci6n F (z) es aqul _z_ y Ia determmaci6n de -P_ e1x se puede
l+z I+p

p
00
(-It

hacer desarrollando --- en la forma 1 + X
1 + p n - 1 pn

Luego:
00 x

p e!x=e2x+ � (-1)" rI+p
n-I

,0

(x_t)n-I e2t

(n -I)!
dt

2 ,

= _ c·x
3

1
+ -e-x

3

Para aplicar la f6rmuJa 15 debemo determinar f (x) mediante 18 ecuacion

f (x) = � (271'1
dz = lim eZx = e-x

l+Z
+

f" (x -t) = - et
- x

; f (0) = 1

: .... -1
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Luego:

Las condiciones de aplicaci6n del operador D-' yen general de f{' (D-J)
son las mismas del operador p-I y F (p).




