DesarroHo cle Taylor i L:aurent

Los oPERADORES P ' ¥ F (p) pE HEAVISIDE

Para la explicaciébn de los métodos operacionales de Heaviside, Van der Pol
Carson, etc., es necesario conocer los desarrollos de Taylor y Laurent de una
funcién f (z), siendo z = x + yi. Aunque estas materias se incluyen en nuestros
cursos, no se puede hacer de ellas una préctica intensiva por falta de tiempo y
por este motivo daremos aqui un tratamiento abreviado de lo indispenseble.
para comprender algunas férmulas que son de uso corriente.

I. Desarrollo de Taylor— Si la funcién f (z) es holomorfa en la parte S
del plano, encerrada por una curva C, de Jorddn, sabemos que:

f(z)d -
() ) = 21 - / s , siendo z, un punto de S.
ri

z—12,
ct
Si a es otro punto de S y de modo que el circulo de centro a y radio
| z,—a | quede en el interior de la regién S, tendremos que [z,—a | < |z—a,
siendo z un punto de la curva C. Entonces (1) se puede poner en la forma:

1 f(z) dz
f(zo) e .
2xi Zo— 9
(z2—a) [l—- J
C+ Rl
Z,—4a A «
Como, Py , ~ 1, se puede desarrollar en una serie convergente la fraccién
: 1
- En efecto:
Z,—a
T
z —4a
1 > — 8 T s
vk L RN z, (zo a)+ (zo a) 4
a4 Z,—8 z —a Z —a z —a
£ —a
Z— '8 Zo—— 8 n : e o— 8 n
< ( ) Yy, evidentemente, el restor,, = s (z )
z—17, z —a z2—17, z —a
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tiende a cero si n tiende a o . Luego:

o 1 f(z)dz 2,—a f(z) dz
i) Zrif z—a 27i (z—x:x)2 -F
ct
2 (z,—a) " ! f (z) dz (zo——a.) f (z)
27xi (z—a)“ 2xi (z—zo) (z—a)" %
&
Sabemos que: 1_ f AL A f(a)
2ri z—a
ct
1 f (z) dz €
2ri f (z—a)z =L
c+
p! f(z) dz i
S R 3 g
ct
entonces el desarrollo anterior se puede poner en la forma:
() =1 @)+~ g, —) + o (=) +

(n—1

(a) s T £(s) dx
2o (@—1)! % ) m 27i _[(z—-zo) (z—a)"

ct
Si n— ® se puede probar que el médulo del ltimo término tiende a ce-
ro. En efecto, sea:

(z,—a)" f (z) dz
i boghvner 7 /(z—zo)(z—a)“

ct

z,—a | es una cantidad fija y [z2—a|> [z,—a], es decir:

o S 6 £0F° 8
2 —4a
z,—a |"
o 4 n
y P p

n

L
Luego: |R,| £ s (o siendo: [f(z) | £LH y f {dz| =L, largo
2x|z2—12,| 5
C
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de la curva C y como z, es punto de la regién S serd |z—3,| > h, luego,

v H'L
, R, . 4% y lim R, = 0, y, en consecuencia tendremos, finalmente:
™ ., N
l f” ‘(n)
t(zo)-f(a)+—(—)( —a) +—— ( ) (B~ +.... + (a) (2o —8)" +

n!
Esta es la formula de Taylor.

Desarrollo de Laurent.
Si la funcién f (z)-¢s holomorfa en la corona limitada por dos circunferen-

cias de centro a, y z, es un punto de dicha corona, entonces f (z,) se puede
" expresar como suma de dos series potenciales, una en z,—a. y la otra en

1
E,—8
1 f \
Eu efecto, f (z,) = ; (@dz M ; f (2)dz
2mi Z— 12, 27i Z— %,
C,* BT

Si z es de C,, se tiene [z—a| N\ |z,—a]

ysizes de C,, setiere [z2—a| £ |2,—a|

Luego:
f(z) dz f(z) dz
o & 2=, Z,—- 8
g ° (z—a)[ goibos
CZ+ -
f(2) dz f(z) dz B f(z)dz
/ e + (70 —8) [ a)’ .. (=, —a) [ W+
c,t C,*

vy andlogamente:

b)[f(z)dz e 1/f(z)dz—-——————1 zf(z——a)f(z)dz—-n-
Z—12Z Maem (zo_a)

ct c,*

1
O (z—a)"" ' f(3) dz—....
(zo_a’)n.
Cl+

reemplazando a) y b) en la expresion de f (z), tenemos:

3) f(z) =A, + A (z,—a) +A,(z,—2a).... + A, (z,—a)"+....
Bl BZ Bn

4 o

Z,— 4 (zo__a)z (20-8)
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Siendo: A, = 2:” f f’(_._)j’
Cz"'
1 f(z)dz
N 2ri (g—a)"t+!
Cz+
1 '
B, = - / (z—a)" "' f(z)dz
271

C|+
El segundo miembro de (3) se llama desarrollo de Laurent de f (z,).
Un caso especial de desarrollo de Laurent de f (z) es aquel en que es-
ta funci6n es holomorfa en el infinito y, entonces |f (z) | £ M para [z| L py
M 2rR
=T (RN,

o el bl
Inl o Rn+l

M
0 A | £ " y como se puede hacer R" tan grande como se quiera,

serd A, = 0. Para a = 0 el desarrollo (3) se reduce a:

B B
f (z) =A°+T'+ —22 e e siendo z cualquier
z

punto exterior a una circunferencia de cualquier radio y de centro en el origen.
IIT.—Integrales de Bromwich y Carson.

Supongamos una funcién holomorfa en el infinito:

B B B .
4) B e A 2 —: T o - T+ ...... , siendo:
z Z

271 z

1 : 1 F(z)d
(5) B,= ——,—[z"—‘F(z)dz A= f o
271
557 Cct
La serie (4) serd convergentesi |z| N\ R, demodo que si |z|= p N\ R sera

1
e 2—P"—lM'21rp y |[F(z)| £M.
™
(6) |Bal £M p".
Consideremos ahora la funcién:

Bl X Bz xz Bn Xn

B ik ety SR

M £ =A+



Mn“lxl.'"

'nl‘ R ]

o" x|

o0
' | z .
t@laM+n 2 Lo

iliemeis

Reemplazando B, y A, en (7)‘se’ tiene:

for- - gf—__-__F(')(”) da

241 o=0 z-n!
L,
. 4 P® T (sx"
T : o bl
Qei-lo a7 hnl
X .C+
f ' ’ 1 e:x.F(z)
- ® ) e dz
; 27i z
by : ) c+
Esta es la integral de Bromwich.
l ®
Recordando que n!= f e ‘t" dt se tiene:

o n!
it e A e i o)
° : X"

; B o B, t"
'Lueg?: ' —x"— =X . o dt

n! 5
/

j haciendo la sumatoria den =0a o , resulta:
m -

(9) P =x f e "*f(t) dt (CarsoN).
o

Las integr'ales (8) y (9) permiten resolver los problemas: dada la funci6n
F (x)

, encontrar f (x), tal es el problema de la inversibn de la integral y,

s

dada f (x), encontrar F (x).



su transform.

Sea Lf (x) = - =f e_"f(x)dl_:

8—a d

~ entonces: F:z) S

a0

- z—a

Utilizando la férmula (8) resulta:

Fig) o 1 j’e dz
271 z—a

C+

El problema se limita al célculo de Res (a) de
Res (a) = lim **'= ¢"* = f(x)

z—a

y tenemos:
z—a

pot
R’ +s,

F (2) b 1
% 7 W g

S Si Lf(x) =

L O
e

que tiene los polos z; = ki ; 2z, = —ki. La integral (8) nos da:

f(x) = - o dz
Xx) =
2‘l'i zz+k2

c+
zZX el!
= Lk s
Sk WFRU ey R
exki_e—xki
2ki

: 1
f(X) =--l—.‘—senkx

(t), de modo que la férmula (8) permite calcular esta funcitn,



LS
s(x)sf‘ g (t) dt, el

‘va la, fbmuh de Cauchy.
e s(t) .

i Ty e T

 Sig(x) =1 se tiene:

o (x—t)"~ldt - = :
—g®= | — = —
p o (n—l)! § S n!

. De (ll) se deduce, siendo |g(t)| acotada e intégrable:

4 —l‘il!—j-’ﬂ- , 8 [g (t)| <M, en(0,x)

12, ] g (x)
p"

Con respecto al operador F (p) tenemos el siguiente teorema:
F (p) tiene un sentido si F (2) es holomorfa en el infinito y | g (z) | es aco-
tada e integrable en (0,z)” .
Dm.— Si f (z) es holomorfa en el infinito, tenemos:
\

F(z)=Ao+ —L 4 2+ ........ +zn

- del operador F (p) a la funci6n g(x) implica la del -%'— , lo que da:

. y la aplicacién

[ (x—t)" " 'gt)

A (n—1)!

13.

Bn ’ X in
" g(x) I < My"M, o (Férmulss 6 y 12)

De modo que: lF(p) g(x)| < MM, e?/%l, lo que significa que F(p) g(x)
tiene un sentido.

Para tener un significedo preciso de F (p) g(x), consideramos la funci6n
asociada de F (z):

B x B, & B.x:
s el sl ity e ey 5




§ Yo §

sumatoria con respecto 4 n, se tiene:

L F ol F)[(x—t) z]" " e
fo uer I, f Sty dz] g(t) dt
; ct 4

g X i
: 1
= A, g(x) + f g(&t‘l [ —-—2 j- [ B YT a9y Jdt

ik wi

ct

i 1 ¢
La integral 5——— [ F(z) e* Y% dz se obtiene de la férmula 8, deri-
x WI -

vando con respecto a x, y reemplazando x por x —t, por consiguiente:

o

p X 2
F(pegx=A.egx+ / f (x—t) g(t) dt

e

'De. (14) tenemos A, = f(0), y finalmente:
X X
15 F@eg®=10)egx+ [ f'ix—t) g(t) dt

eZ X

1+p .

Veamos una aplicacién : Determinar

z
la determinacid
Tin ¥ cién de

o n
en la formal +n7il N

La funcién F (z) es aquf

L e puede
R

; -ha‘cer desarrollando

n

p

Luego: : & ¢
» ; ) Lt e 1
P er i e2x + E- : (___ l)n (x ) e dt
1+p. “ ¥ (n—1)}
i 1 i
S

Para aplicar la férmula 15 debemos determinar f (x) mediante la ecuaci6n 8.

1 eZX
T G o dz = lim ot = e ==
Uk ®) 27ri'/ Sl ey

ct+
fr (x—t) = —e " ; f(0) =1

.









